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 دكتور المادة: خليل يحيى ◄

                           ثامنة ال المحاضرة◄

 دراسة حركة نقطة مادية بوجود احتكاكعنوان المحاضرة :    

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 حزكة نقطة مادية بوجود احتكاك. -1

 الحزكة المزكزية لنقطة مادية.-2

 

 حركة نقطة مادية بوجود احتكاك

عند دراسة حركة نمطة مادٌة على منحنً ثابت بوجود احتكان فإن رد الفعل لن ٌكون ناظمٌاً على 

 بزاوٌة الاحتكان.(( وتسمى المنحنً ))أي أن رد الفعل ٌصنع زاوٌة على المستوي الناظمً 

موجودة فً    محمولة على المماس وأخرى ناظمٌة    وبذلن ٌكون لرد الفعل مركبة مماسٌة 

 مستوي الناظمً للمنحنً فً تلن النمطة .ال

         إلى مركبتٌن    وٌمكن تفرق المركبة 

 محمولة على ثنائً الناظم.   على الناظم الأساسً و    حٌث 

⃗⃗    وبالتالً حسب لانون التحرٌن الأساسً   ⃗    ⃗⃗  ⃗  

 ...     بالإسماط ٌكون لدٌنا

  
  

  
             

 
  

 
            

              

𝜃)) لا ٌوجد احتكانعندما   ملاحظة :  (( ٌكون رد الفعل ناظمً والمركبة المماسٌة تساوي الصفر.  

 محمولة على المماس وتعاكسه باتجاه الحركة .   تكون المركبة المماسٌة  وجود الاحتكانأما عند 

 1ميكانيك ال

 نجد   ⃗⃗ τ  علىسماط بالإ 

⃗⃗⃗ 𝑛  علىسماط بالإ   نجد   

⃗⃗⃗ 𝑏  علىسماط بالإ   نجد   
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 |  |    وتعطى بالمانون ...           

|  |                عامل الاحتكان ، وبالتالً  حٌث :   √  
    

  

       …نجد     المعادلةمن 
   

 
                  

  (
   

 
   )

 

 

                         …نجد     من المعادلة
    

     

  نجد... ف    نعوض بالمعادلة 
  

  
     √(

   

 
   )

 

   
  

   

 
       

        

(.2( و )1إذا كانت الحركة فً المستوي نستخدم المعادلتٌن )  ملاحظة : 

 الحركة المركزية لنقطة مادية

⃗⃗  وتخضع لمجموعة من الموى محصلتها هً الموة   كتلتها   لتكن لدٌنا نمطة مادٌة  ٌمر خط تأثٌرها  ⃗ 

 . بالموة المركزٌةتدعى مثل هذه الموة     من نمطة ثابتة 

⃗⃗   سابماً وجدنا  العزم الحركًومن دراسة      ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ مجموعة     تتحمك هذه العلالة إذا كانت :  ⃗ 

⃗⃗        أوالموة المؤثرة تساوي الصفر   ⃗     

 ((  تكون لدٌنا لوة مركزٌة))أي أن تأثٌر الموة ٌمر من المركز وتسمى 

 
 

  
   ⋀                     ⋀               

تأثٌر لوة مركزٌة تكون والعة فً مستوي وتكون خاضعة نمطة الخاضعة لإن مسار هذه الملاحظة :  

 !!! لمانون السطوح

 

 

وهً معادلات الحركة 

فً حالة منحنً ثابت 

 خشن )غٌر أملس(و

 قانون السطوح

⃗⃗⃗ 𝑟 ⃗⃗  𝑣|    ٌعطى بالعلالة   |  𝑟 𝑑𝑠

𝑑𝑡
 𝑐  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡أو  𝑟 𝜑′  𝑐 

𝑑𝑠  ) حٌث

𝑑𝑡
,𝜑′ )ان عن السرعة السطحٌةررمزان ٌعب. 
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 ))إذا كانت السرعة السطحٌة ثابتة فً المستوي تكون النمطة خاضعة لمانون السطوح((

وبالتالً بما أن الحركة فً حالة الموة المركزٌة حركة مستوٌة والموة المركزٌة منطبمة على نصف المطر 

,  المطبٌة  الإحداثٌاتالشعاعً بالنمطة المادٌة فإنه من الأسهل بأن نأخذ     . 

 دستور بينييه الأول :

              

  حٌث 
 

 
 ,

  

  
 هو نصف لطر الشعاع   علما أن   ′  

    بالنسبة للزاوٌة   وهنا اشتمٌنا 

   :دستور بينييه الثاني

               

تعطً مسار النمطة المادٌة و   
   

  الاشتماق بالنسبة   ′′     

     بتعوٌض بالمانون الاساسً بالتحرٌن 

                                                         نجد

 نمطة مادٌة تتحرن وفك المعادلات التالٌة :  لتكن 

        ,                ,                         

 وضع نمطة مادٌة ثابتة المحدد ل  عندما ٌتحرن نصف لطر الشعاعً 

 .فً الفراغ فإنه ٌرسم مخروطاً ٌتم توجٌهه بواسطة مسار النمطة المتحركة 

,    المحدد بالمسار وبنصفً المطرٌن الشعاعٌٌن      نرمز لمٌمة السطح         

 لنفرض أن النمطة المتحركة،  𝜎ونرمز له بالرمز 

   عً المحدد بنصف المطر الشعا  كانت بالموضع  

 فلنفترض أنها       أما فً اللحظة الزمنٌة 

   بنصف المطر الشعاعً    الموضع وصلت إلى  

 صغٌرة فأنه ٌمكن اعتبار   عندئذٍ إذا كانت 

      كشعاع ٌمدر بالسطح المستوي    خلال الفترة  𝜎 تغٌر سطح  

, نصف سطح متوازي الأضلاع المنشأ على أي كشعاع طوله     . 

 أما اتجاهه ٌتحدد بالمساواة الشعاعٌة لجداء الشعاعٌن

 الموة المؤثرة على نمطة مادٌة وهً
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 𝜎       
 

 
       

        وبالتالً نهاٌة نسبة التغٌر
  

  
          أو  

  

  
  ⃗  

 .  ⃗  الإحداثٌات الدٌكارتٌة نحصل على مسالط السرعة السطحٌة علىبالإسماط 

  ⃗   
 𝜎

  
      ⃗⃗⃗   |

     ⃗ 

   

      

| 

,                 ,                 من المحدد نحصل على ....          ′  

 وهً معادلات السرعة السطحٌة بالإحداثٌات الدٌكارتٌة

على الفقرة السابقة سؤال ))أوجد معادلات السرعة السطحٌة بالإحداثٌات الدٌكارتٌة(( 

فً هذه     وبالتالً إذا عوضنا       تتحرن فً المستوي فً حالة خاصة إذا كانت نمطة مادٌة 

 المستوي  هذاالمعادلات نحصل على السرعة السطحٌة فً 

 مثال 

  أوجد الموة المركزٌة لنمطة مادٌة مسارها المطع المخروطً 
 

         
 

  الحل 

 لإٌجاد الموة المؤثرة نستخدم دستور بٌنٌه الثانً                               

          حٌث      
 

 
 

         

 
   

    
       

 
                            

       

 
 

 لانون التحرٌن الأساسًفً ((    ,    كل من ))  ضنعو

           
       𝜃  

  
( 

     𝜃 

 
 

       𝜃 

 
  ) 

      
       𝜃  

  
(
 

 
) 
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  وبما أن     
          

 
                      

           

   

          (
 

 
) 

   
 

              
 

 
ً  أن                              ونعلم أٌضا

                    وبالتالً :
  

    

ة الم  ة.ركزٌة التً تؤثر على النمطة المادٌوهً المو 

 

 .الجذب  مركزتتناسب طرداً مع بعد النمطة عن  هذه الموة مركزٌة جاذبة

⃗⃗    حسب المانون الأساسً بالتحرٌن        ⃗    ⃗⃗  ⃗ 

 بالإسماط نجد....                 
   

          

 فنحصل على:  على  بالتمسٌم

   

                                          

 كل:وهً معادلة تفاضلٌة ذات أمثال ثابتة دون طرف ثانً، حلها العام من الش  

     
       

    

,  حٌث:  ,   وهما جذرا المعادلة      ثوابت التكامل    

: لإٌجاد المعادلة الممٌ       زة نفرض أنَّ

                             

ِّض فً                 فنجد....                  نعو 

م على   فنجد....     نمس ِّ

                                               

     نعو ض فنجد               
       

     

                            ,                                     :نعلم أن

𝐹)) أدرس حركة نقطة مادية تخضع لقوة من الشكل   𝑚𝜔 𝑟   )) 
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                                            ومنه     

                                 

                   و          : نفرض أن

                          وبذلن:                

, لتعٌٌن  ,      ))من شروط البدء:       
    

  ,      )) 

 فنجد     نشتك العلالة  

                    

  وبتعوٌض شروط البدء نجد ....

  
                           

  
 

 
 

      ..       فنجد    ض شروط البدء فً نعوِّ   لإٌجاد 

 وبذلن نحصل على:    فً      و   ض نعوِّ 

            
  

 

 
        

 الحل العام وهو
  و عاعً هو نصف المطر الش     حٌث:  

 هً سرعته فً تلن اللحظة.  

ٌْن  ر  حْو  ,  لمعرفة المسار، نسمط على مِّ ,    موازٌٌن للمحورٌن      
  : 

                             
 

  
       

  
  
 

 
                                  

     

  
 

 

        

                   ونجمعهما :              و     ع نرب
  

  
  

  

(
  
 

 
)

  

  

  
  

  

(
  
 

 
)

    

 

 وهً معادلة لطع نالص
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          وهً لوة مركزٌة دافعة تتناسب طرداً نص المطر الشعاعً 

 
   

   
                 

   

   
          

                                  

 كل:وهً معادلة تفاضلٌة ذات أمثال ثابتة دون طرف ثانً حلها العام من الش

     
       

    

,  حٌث:  ,  و  هما جذرا المعادلة      ثوابت التكامل   

:ممٌلإٌجاد المعادلة ال           زة نفرض أنَّ

                                

ِّض بالعلالة   فنجد...   نعو 

              

 نمسم على     فنجد                                                    

     الً:   وبالت
      

    

                          ,                                      :نعلم أن

 بالتعوٌض نجد..

                                        

                                

 :              و       نفرض أنَّ

                         وبذلن:                   

, لتعٌٌن      ,        ))من شروط البدء:    
    

    ,    )) 

                                  .. بالاشتماق

  
                             

  
 

 
 وبتعوٌض شروط البدء                

𝑭أدرس حركة نقطة مادية تخضع لقوة من الشكل))   𝒎𝝎𝟐𝒓   )) 
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ِّض شروط البدء فً   لإٌجاد       فنجد ...          نعو 

, ض بتعوٌ  وبذلن نحصل على:   فً   

            
  
 

 
        

 

 البدء. حظةة فً لللمتحرن فً النمطة المادٌعاعً نصف المطر الش      بحٌث

   
 ة.ظاللح فً تلن سرعته  

,   محورٌنط على فة المسار نسمولمعر ,    موازٌٌن للمحورٌن      
 ، فنحصل على الشَّكلِّ التَّالً:  

                              
 

  
 

  
  
 

 
                          

 

(
  
 

 
)

 

,  نربع   نطرح فنجد ..... ثم   

  

  
  

      

(
  
 

 
)

    

 

 

 هذه لوة مركزٌة جاذبة متناسبة عكساً مع مربع البعد.
 حسب دستور بٌنٌٌه الثانً ..

               

                                 بتعوٌض بمانون التحرٌن الاساسً نجد...

                
 

  
                  

 

  
    

                            

                                     
 

       

 معادلة تفاضلٌة من المرتبة الثانٌة ذات أمثال ثابتة مع طرف ثانً. وهً

 وهً معادلة لطع زائد 

 لمعادلة الموة اموهو الحل الع

𝑭أدرس حركة نقطة مادية تخضع لقوة من الشكل))    
𝒎𝒌

𝒓𝟐
   )) 
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         من الشكل:دون طرف ثان  الحل العام لها 
      

    

        

   :       لإٌجاد المعادلة الممٌزة نفرض أنَّ

  
                          

         

 نعوض فً    فنجد                                      

 فنجد:     م على نمس

                               

      
      

 بتعوٌض                                              

                       ,                               :نعلم أن

 ومنه                                                    

 بفرض                 ,            

                     

 [             ,         ]    نفرض

                                 

 

 

             

   الحل الخاص من الشكل وجدلن
 

     وهً عبارة عن ثابت من الشكل          

  بالاشتماق 
               

         

          فنجد 
 

 نع وض فً       

    
 

                   
 

                  
 

   

 هو:          الحل العام للمعادلة التفاضلٌة مع طرف ثانفأصبح 

        

𝑐𝑜𝑠 𝑎 تذكزة :  𝑏  𝑐𝑜𝑠 𝑎  𝑐𝑜𝑠 𝑏  𝑠𝑖𝑛 𝑎  𝑠𝑖𝑛 𝑏     

    

 وهو الحل العام دون طرف ثانً.

 وهو الحل الخاص
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, حٌث  ة مع طرف ثانً،وهو الحل العام للمعادلة التفاضلٌ  كامل.ثوابت الت  

 نحصل على:    بحٌث تكون  طبًِّالم لمحورنا اإذا أخذ  

  
 

  
         

بإخراج ))
 

   (( عامل مشترن نجد...       
 

  (  
    

 
      ) 

  
 

         
ً  ٌمكن أن نكتبه بالش كل                       وأٌضا

  حٌث: 
  

 
   و وسٌط المسار 

   

 
 د المركزي.التباع 

 ز الحالات:نمي

سار هو لطع مكافِّئ.    وإذا كان  سار هو ل طع نالص فالم     إذا كان    فالم 

 طع دائرة.فالمسار هو ل     وإذا كانسار هو ل طع زائد فالم    إذا كان    

وظيفة 

أثرنا على هذا الإلكترون بموة مماسٌة   ته بمسار دائري وبسرعة ثابتة وٌدور إلكترون حول نواة ذر(1   

 جذب النواة. عٌن السرعة الواجب تطبٌمها لكً ٌفلت من والمطلوب لمساره. 

برهن أنه إذا تحركت نمطة مادٌة على مسار دائري تحت تأثٌر لوة مركزٌة تتجه دوماً نحو محٌط  2 )

 𝜃        الدائرة فإن هذه الموة جاذبة تتناسب عكساً مع الموة الخاصة للبعد.

 ** رهف سليمانإعداد: محمد علي فليون 
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(( 4المحاضرة السابعة صفحة )) في  تصويب  خطأ

 

 ^_^مجموعتنا في   تم طرحه  حل تمرين  

وتخضع لموة جاذبة متناسبة عكساً مع مكعب البعد    تتحرن على المحور   نمطة مادٌة كتلتها   لتكن 

     
  

      . 

(1 وحل هذه المعادلة ضمن شروط البدء:  أكتب المعادلة التفاضلٌة للحركة 

         ,                  ,           

(2 )مركز الإحداثٌات( ؟  ما هو الزمن اللازم لوصول النمطة للموضع  

 الحل:    

∑     حسب لانون التحرٌن الأساسً        ⃗                 ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗  

             (..  ور )سماط على المحبالإ
  

                                
  

    

 :′  نضرب الطرفٌن بـ  لنحل هذه المعادلةووهً معادلة تفاضلٌة من المرتبة الثانٌة 

          
      

  
 

 بمكاملة الطرفٌن بالنسبة للزمن نجد :

∫             ∫ 
      

  
     

 

 

    
  

               

 ((                       من شروط البدء ))   لتعٌٌن 

           نحصل على:    بالتعوٌض فً 
  

                       
  

    

f     : تذكرة      fn          
fn+    

n  
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                             ومنه: 
  

   
  

           

           وبتوحٌد الممامات نجد:        
         

      
                

 

  
√       

  

    
 

  
√      

     نكامل المعادلة التفاضلٌة التالٌة:   لنحصل على 
  

  
  

 

  
√      

 لفص المتحولات:وهً معادلة تفاضلٌة لابلة 

                وبفصل المتحولات نجد: 
    

√     
  

 

 
    

     نكامل الطرفٌن بعد أن نضرب ونمسم على 

      
 

 
 

       

√     
   

 

 
    

      √       
 

 
            

,      من شروط البدء))   لتعٌٌن   فنجد:    نعوض فً  ((     

                                 √         
 

 
    

                نربع الطرفٌن:
  

     
                       

  

     
  

  √   
  

     

 نربع علالة لانون الحركة فنجد :لإٌجاد الزمن  (2

      
  

                  
  

           

   
  (     )

                  √
         

   

  √
         

                 √
        

                          

 "تجذب الموة نحو المركز"   لأن الموة جاذبةنأخذ الإشارة السالبة 

    : تذكرة
f    

√f   
  √f     

 وهو لانون الحركة

𝑡  
𝑎 

𝑘
 


