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 أحمد هابيلدكتور المادة:  ◄

  حل تمارين عنوان المحاضرة :                                                 ثالثة    لاالمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

   تمارين عن تكافئ المسافات-1

 ة المتورة الفضاءات الطوبولوجي -2

  خواص اللصاقات-3

التمرين الأول : ت التالية متكافئة : أثبت أن المسافا 

𝑑(𝑥, 𝑦) = √(𝑥1 − 𝑦1)
2 + (𝑥2 − 𝑦2)

2 

𝑑1(𝑥, 𝑦) = max{ |𝑥1 − 𝑦1|, |𝑥2 − 𝑦2|} 

𝑑2(𝑥, 𝑦) = |𝑥1 − 𝑦1| + |𝑥2 − 𝑦2| 
𝑥حيث  = (𝑥1, 𝑥2)  و𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) 

 الحل :

,𝑑1لاثبات أن المسافتين  𝑑2  متكافئتين هو أن يوجد عددان حقيقيان𝑠, 𝑡 > توطئة : ۞ بحيث : 0

 𝑡 𝑑1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑠 𝑑1(𝑥, 𝑦)      ,:لنبدأ 

𝛂لنضع  = |𝐱𝟏 − 𝐲𝟏| و 𝛽 = |𝑥2 − 𝑦2|  : لنلاحظ  ما يلي في المستوي , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

,𝑥من أجل كل نلاحظ مما سبق أنه  𝑦 ∈ 𝑋 فإنه يكون: 

 1الطوبولوجيا  

𝛼 = |𝑥1 − 𝑦1| 

𝛽 = |𝑥2 − 𝑦2| 

𝐦𝐚𝐱{𝜶,𝜷} ≤ √𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≤ 𝜶 + 𝜷 ≤ 𝐦𝐚𝐱{𝜶,𝜷} +𝐦𝐚𝐱{𝜶,𝜷} 

                                                                    = 𝟐𝐦𝐚𝐱{𝜶,𝜷} ≤ 𝟐√𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 

⟺ 𝒅𝟏(𝒙, 𝒚) ≤ 𝒅(𝒙, 𝒚) ≤ 𝒅𝟐(𝒙, 𝒚) ≤ 𝟐𝒅𝟏(𝒙, 𝒚) ≤ 𝟐𝒅(𝒙, 𝒚) 

ل من طول كل من الضلعين القائمتين  و أصغر من في المستوي نلاحظ أن طول الوتر أطو

 مجموع طوليهما

 و بالتالي هو أطول من أطول الضلعين القائمتين و اصغر من مجموع طوليهما 

𝜶𝟐√و لدينا هنا الوتر  هو  + 𝜷𝟐 

,𝐦𝐚𝐱{𝜶و أطول الضلعين القائمتين هو  𝜷} 

 إذاً يصبح لدينا :
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∃ 1,2 > 0 ∶ 𝟏. 𝑑𝟏(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝟐 𝑑1(𝑥, 𝑦) ⟹  𝑑1& 𝑑 متكافئتين

∃1,2 > 0 ∶ 𝟏. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝟐𝑑(𝑥, 𝑦) ⟹  𝑑& 𝑑2  متكافئتين

∃1,2 > 0 ∶ 𝟏. d1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝟐𝑑1(𝑥, 𝑦) ⟹  𝑑1& 𝑑2 متكافئتين

,𝑑(𝑥|أثبت أن   𝑦) − 𝑑(𝑧, 𝑢)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑦, 𝑢)  و ذلك لكل𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢 ∈ 𝑋  حيث تمرين :

(𝑋, 𝑑) . فضاء متري 

الحل : بما أن دالة المسافة تحقق متراجحة المثلث فإنه يكون: 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑦) 

 

⟹ 𝑑(𝑥, 𝑦) − 𝑑(𝑧, 𝑢) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑢, 𝑦) … . . (∗) 

 هة أخرى و بشكل مماثل يمكن أن نكتب :من ج

𝑑(𝑧, 𝑢) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑢) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑢) 

⇒ 𝑑(𝑧, 𝑢) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑦, 𝑢)… . (∗∗) 

𝛼نعلم أنه إذا كان  ≤ 𝛽 , −𝛼 ≤ 𝛽 ⇒ |𝛼| ≤ 𝛽    و من(∗∗),  نجد : (∗)

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑦)  

𝑋لتكن   ≠ |𝑋| و ∅ = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑋 > ∅و  2 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑋  و لنأخذ𝜏 = {∅, 𝐴, 𝐴𝑐 , 𝑋}  أثبت , تمرين :

,𝑋)و أثبت أن الفضاء الطوبولوجي  𝑋طوبولوجيا على  𝜏أن  𝜏) . غير متور 

الحل : :ا يجب أن تحقق الشروط الثلاثة الواردة في تعريف الطوبولوجي 𝑋طوبولوجيا على   𝜏حتى تكون  

 ∅, 𝑋 ∈ 𝜏   و هي محققة وضوحا. 
 : مغلقة بالنسبة للتقاطع , و لنتحقق من ذلك  من خلال تشكيل الجدول التالي 

𝑋 𝐴𝑐 𝐴 ∅ ∩ 

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ 

𝐴 ∅ 𝐴 ∅ 𝐴 

𝐴𝑐 𝐴𝑐 ∅ ∅ 𝐴𝑐 

𝑋 𝐴𝑐 𝐴 ∅ 𝑋 
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 .𝜏هو عنصر من   𝜏نلاحظ أن تقاطع أي عنصرين  من عناصر 
 النسبة للاتحاد :أيضا  نشكل جدول:مغلقة ب 

 

𝑋 𝐴𝑐 𝐴 ∅ ∪ 

𝑋 𝐴𝑐 𝐴 ∅ ∅ 

𝑋 𝑋 𝐴 𝐴 𝐴 

𝑋 𝐴𝑐 𝑋 𝐴𝑐 𝐴𝑐 

𝑋 𝑋 𝑋 X 𝑋 

نلاحظ أنها مغلقة بالنسبة للاتحاد المنتهي , و بالتالي و بالاستفادة من خواص الاتحاد التبديلية و التجميعية 

 لنسبة للاتحاد غير المنتهي.ينتج أنها مغلقة با

,𝑋)إذا   𝜏)  حسب نص –فضاء طوبولوجي , إلا أنه غير متور ذلك لأنه لو كان فضاء  متورا  ستكون

 و لنثبت ذلك : كل مجموعة منتهية ستكون مغلقة  -سابق

,𝑋) لنفرض جدلا  أن الفضاء  𝜏)   متور , و ليكن𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐴𝑐 ين عندئذٍ تكون كل من المجموعت

{a}, {b} ضاء متري تكون مغلقة( , ولما كانت متممة أي مجموعة مغلقتين )كل مجموعة منتهية في ف

 مغلقة هي مجموعة مفتوحة ينتج مباشرة  أن:

𝑐{𝑎} مفتوحة = 𝑋 ∖ {𝑎}             &                    مفتوحة {𝑏}𝑐 = 𝑋 ∖ {𝑏} 

 و بالتالي : 𝜏ا تنتمي إلى بأنهو قولنا إن المجموعة مفتوحة يكافئ قولنا 

𝑋 ∖ {𝑎} , 𝑋 ∖ {𝑏}   ∈ 𝜏 = {∅, 𝐴, 𝐴𝑐 , 𝑋} 

  و بملاحظة أن𝑋 ∖ {𝑎} ≠ 𝑏)لأن  ∅ ∈ 𝑋 ∖ {𝑎} )  و أيضا  𝑋 ∖ {𝑎} ≠ 𝐴  (لأن 𝑎 ∈ 𝐴) 

𝑋أيضا  و  ∖ {𝑎} ≠ 𝑋  , فلم يبقى سوى أن يكون𝑋 ∖ {𝑎} = 𝐴𝑐 …(1) 

  و بنفس المناقشة السابقة نجد أن𝑋 ∖ {𝑏} = 𝐴 … (2) 

𝐴:  (𝟏)ن النتيجة م = (𝐴𝑐)𝑐 = (𝑋 ∖ {𝑎})𝑐 = {𝑎}  ًإذا𝐴 = {𝑎} 

𝐴𝑐:  (𝟐)من النتيجة  = (𝑋 ∖ {𝑏})𝑐 = {𝑏}  ًإذا𝐴𝑐 = {𝑏} 

 و عليه يكون :

𝑋 = 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 = {𝑎} ∪ {𝑏} = {𝑎, 𝑏} 

|𝑋|و هذا يناقض كون  = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑋 > ,𝑋)الفرض الجدلي خاطئ و  وبالتالي ,  2 𝜏) ر متور .غي 

𝑋 

𝐴𝑐 𝐴 
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,𝑋)أثبت أن   𝜏) حيث 𝜏 = 𝑃(𝑋)  و𝑋 ≠ تمرين : .هو فضاء طوبولوجي متور ∅

,𝑋)وجدنا سابقا  أن    𝜏)  ,  الحل: هو فضاء طوبولوجي و أسميناه الفضاء الطوبولوجي المتقطع

 كما يلي : 𝑋أما لإثبات أنه متور, لنعرف دالة المسافة المتقطعة على 

𝑑(𝑥, 𝑦) = {
0      ∶ 𝑥 = 𝑦
1  ∶ 𝑥 ≠ 𝑦

 

𝜏𝑑هو إثبات أن  ا  و بالتالي يكفي لكي يكون متور = 𝜏 = 𝑃(𝑋)  أي يجب أن يكون كل مجموعة جزئية (

𝑎ليكن  ( dمفتوحة وفق دالة المسافة  𝑿من  ∈ 𝑋  : فنجد أن 

𝑁𝑑(𝑎, 1) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 1} = {𝑎} 

, و لما كانت كل كرة  (X,d)الفضاء المتري مفتوحة في  بالتالي كل مجموعة وحيدة العنصر هي كرة 

,𝑋)الفضاء المتري مفتوحة في  {𝑎}مفتوحة هي مجموعة مفتوحة , فإن  𝑑)  و بما أن اجتماع ,

تكون مفتوحة في الفضاء المتري و  𝑿مجموعات مفتوحة هو مفتوحة .. فإن كل مجموعة جزئية من 

𝜏 بالتالي = 𝑃(𝑋) ⊆ 𝜏𝑑 ⊆ 𝑃(𝑥) = 𝜏 

⟹ 𝜏 = 𝜏𝑑 

,𝑋)ليكن    𝑑)  فضاء  متريا  و لتكن𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  : تمرين : , عندئذٍ أثبت أن

1- 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝐴̅ ⊆ 𝐵̅ 

2- 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅  

3- 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ 
 (3ثم هات مثال على عدم تحقق المساواة في )

𝑨ع كل المغلقات التي تحوي , هي تقاط 𝐴̅التي نرمز لها بالرمزو  𝐴بداية  لنتذكر أن لصاقة   الحل :

𝐴ليكن  -1 ⊆ 𝐵  و𝐹 مغلقة تحوي المجموعة 𝐴 : ٍعندئذ 

𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐹 ⇒ 𝐴 ⊆ 𝐹 
𝐴̅و بالتالي  ⊆ 𝐹  وفي ذلك دليل أن ((𝐴̅ حوي محتواة في أي مغلقة تB  )) 

𝐴̅و بالتالي  𝐵̅هي المجموعة  Bو لكن أحد المغلقات التي تحوي  ⊆ 𝐵̅ 

 لنلاحظ أن :  -2
𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵
𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵

}
حسب 𝟏
⇒   {𝐴̅ ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐵̅ ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
    ⇒ 𝐴̅ ∪ 𝐵̅  ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … (𝟏) 

 من جهة أخرى : 
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𝐴 ⊆ 𝐴̅
𝐵 ⊆ 𝐵̅

} ⇒ 𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐴̅ ∪ 𝐵̅⏟  
𝐴∪𝐵مغلقة تحوي

 

𝐴و لكن لصاقة  ∪ 𝐵  أي𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐴هي أصغر مغلقة تحوي  ̅ ∪ 𝐵 : بالنسبة للاحتواء( وبالتالي( 

𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ …… (2) 

𝐴̅ ( نجد أن :2( و )1من ) ∪ 𝐵̅ = 𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 بشكل مشابه , نكتب : -3
𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴
𝐴 ∩ 𝐵 ⊆ 𝐵

}
حسب 𝟏
⇒   {𝐴 ∩ 𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝐴̅
𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝐵̅

    ⇒ 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ⊆ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ 

𝐴و العلاقة هنا فقط احتواء و ليست مساواة , و بالتالي يوجد مثال معاكس يثبت أن  ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐴̅و ̅ ∩ 𝐵̅ 

 ساويتين بالضرورة .مجموعتان غير مت

𝑋لنأخذ الفضاء  = ℝ  و تابع المسافة المألوف  على ℝ )ففي الفضاء المتري  ) تابع القيمة المطلقة ,

(ℝ, |. 𝐴لنأخذ   (| = [−1,0[ , 𝐵 𝐴̅, فيكون  [0,1[= = [−1,0] & 𝐵̅ = [0,1] : 

∅ = ∅̅ = 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊊ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ 

,ℝ2)ليكن    𝑑)  : مثال معاكس آخر :  و لنأخذ

𝐵 = [1,2] × 𝐼   , 𝐴 = 𝐼 × 𝐼 ∖ {(1, 𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤
1

2
} 

𝐵̅ = {1,2} × 𝐼    , 𝐴̅ = 𝐼 × 𝐼 
𝐴̅ ∩ 𝐵̅ = {1} × 𝐼 

𝐴 ∩ 𝐵 = {1} × [
1

2
, 1] ⟹ 𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {1} × [

1

2
, 1] ⊊ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅ 

أصدقائي حرصاً على الدقة .. نعتذر أولاً عن ورود بعض الأخطاء في المحاضرات السابقة)النظري( و 

 من خلال التصويبات التالية :  سنحاول تلافي هذه الأخطاء

 الصواب الخطأ  موقع الخطأ 

 2ص –عملي  -1المحاضرة 

  15السطر 

2|𝑎1𝑏2||𝑎2𝑏1|
≤ |𝑎1𝑏1|

2 + |𝑎2𝑏2|
2 

2|𝑎1𝑏2||𝑎2𝑏1|

≤  𝑎1𝑏2 
2

+  𝑎1𝑏2  
2

-5ص–نظري -6المحاضرة 

 قبل الأخيرالسطر 

⟺ 𝐵𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴𝑐  ⟺ ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴𝑐  𝑥

نذير تيناوي –اطيش شهناز ط –عبد الرحمن البحش إعداد:  


