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 : (2016-2015) الدورة التكميليةأسئلة 

السؤال الأول :  –النقطة الملاصقة  –نقطة التجمع  –عرف المصطلحات التالية : النقطة الداخلية 

 تابع المسافة .  –المجموعة الكثيفة 

 السؤال الثاني :

عة الخالية و كل صف المجموعات المؤلف  من المجمو 𝐶مجموعة الأعداد الحقيقة و ليكن  ℝ لتكن 

 ℝتشكل طوبولوجيا على  𝐶التي متمماتها منتهية , أثبت أن   ℝالمجموعات الجزئية في 

𝑋إذا كانت  = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}  و كانت𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}} السؤال الثالث :  و كانت

 𝐴 = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}  أوجد𝐴′, 𝐴̅, 𝐴° 

السؤال الرابع : ℝموعات التالية في الطوبولوجيا المألوفة على أوجد المج 

1)  (]2,5[)°       ,    (]2,5[)′      ,   (]2,5[)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

2)  ({1,23})°     ,    ({1,23})′    ,   ({1,23})̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3) ({
2

3
,
3

4
,
4

5
, … . . })

′

   

السؤال الخامس : برهن ما يلي : 

 تكون محدودةكل متتالية متقاربة في فضاء متري  -1
 كل مجموعة منتهية في فضاء متري تكون مغلقة -2

السؤال السادس : : ℝ2أثبت أنت كلاً من التابعين التاليين هو تابع مسافة على  

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℝ2; 

𝑑1(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| 

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = max{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 
,𝑁𝑑2((0,0)و أوجد الكرة المفتوحة  1) 

  انتهت الأسئلة 

 1الطوبولوجيا        
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 ( :2016-2015حل أسئلة الدورة التكميلية )

 –النقطة الملاصقة  –نقطة التجمع  –عرف المصطلحات التالية : النقطة الداخلية السؤال الأول : 

 ع المسافة .تاب –المجموعة الكثيفة  

 الحل : 

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاء طوبولوجي و𝐴 ⊆ 𝑋  نقول عن ,𝑥 ∈ 𝐴  إنها نقطة داخلية فيA  : النقطة الداخلية

,𝑋)إذا وجدت مجموعة مفتوحة في  𝜏)  تحويx  محتواة فيA  أن : أي 

  (𝑥  نقطة داخلية في𝐴  )⇔ ∃𝐵 ∈ 𝜏  ∶ 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴   و نرمز لمجموعة النقاط الداخلية في𝐴 

 . ∘𝐴بالرمز 

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاء طوبولوجي و لتكن𝐴 ⊆ 𝑋  نقول عن𝑥 ∈ 𝑋  إنها النقطة الحدية )نقطة التجمع( : 

تحوي نقطة واحدة على  xو تحوي  Xإذا كانت كل مجموعة مفتوحة في  Aنقطة حدية )نقطة تجمع( لـ 

𝐴الأقل من المجموعة  ∖ {𝑥}  : أي إذا و فقط إذا تحقق الشرط 

 ∀𝐵 ∈ 𝜏 ∶  𝑥 ∈ 𝐵 ⇒ 𝐵 ∩ (𝐴 ∖ {𝑥})  ≠  Aلمجموعة نقاط التجمع لـ  'Aو نرمز بـ  ∅

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاءً طوبولوجياً و𝐴 ⊆ 𝑋  نعرف لصاقة المجموعةA  بأنها تقاطع النقطة الملاصقة : 

غُلاقة ) تدعى لصاقة مجموعة ببعض المراجع  ̅ 𝐴و نرمز لها بـ Aالمجموعات المغلقة التي تحوي 

 أي أن : Aبنقطة ملاصقة لـ  Aدعو كل نقطة من لصاقة المجموعة ( و نمجموعة

𝑥 ∈ 𝐴 ̅ ⇒ 𝐴ملاصقة لـ 𝑥 

,𝑋)ليكن  𝜏)  ًفضاء طوبولوجي و أيضا𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  بحيث𝐴 ⊆ 𝐵  نقول عن𝐴  إنها المجموعة الكثيفة : 

⊇Bإذا تحقق أنه Bكثيفة في  𝐴̅   
𝐴̅إذا تحقق  Xإنها كثيفة في  𝐴و نقول عن  = 𝑋 

لمسافة :تابع ا المعرف بالشكل التالي: 𝑑مجموعة غير خالية و ندعو التابع  𝑋لتكن  

𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ 

     (𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑑(𝑥, 𝑦) 
 إذا تحقق ما يلي : 𝑋على تابع مسافة بأنه 
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1 − ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

2 − ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 

3 − ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

4 − ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ; 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

صف المجموعات المؤلف  من المجموعة  Cمجموعة الأعداد الحقيقة و ليكن  ℝلتكن السؤال الثاني : 

ℝ تشكل طوبولوجيا على  Cالتي متمماتها منتهية , أثبت أن   ℝالخالية و كل المجموعات الجزئية في 

 الحل :

𝐶لدينا   = {∅} ∪ {𝐴 ∶ 𝐴 ⊆ ℝ  ,  مجموعة غير منتهية : ℝو   {𝐴𝑐 منتهية

1- ∅ ∈ 𝐶  ًفرضا 

𝑋و أيضاً  ∈ 𝐶  لأن متممتهاℝ 𝑐 =  مجموعة منتهية  ∅
,𝐴ليكن  -2 𝐵 ∈ 𝐶   : و لنميز حالتين 

𝐴إذا كان  - ∩ 𝐵 = 𝐴فإن  ∅ ∩ 𝐵 ∈ 𝐶  

𝐴إذا كان  - ∩ 𝐵 ≠ ,𝐴, فبما أن  ∅ 𝐵 ∈ 𝐶      يكون كل من𝐴𝑐 , 𝐵𝑐 :ّمجموعة منتهية و أن 
(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐⏟    

اجتماع منتهيتن هو منتهية

⟹ 𝐴∩ 𝐵 ∈ 𝐶 

𝑖حيث  𝐴𝑖علينا إثبات أنه إذا كان  -3 ∈ 𝐼   جماعة من عناصر𝐶  فإن⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝐶 و أيضاً سنميز

 حالتين :

⋃إذا كان - 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = ⋃فإن  ∅ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ C 

⋃إذا كان - 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ≠ 𝑖0فإنه يوجد  ∅ ∈ 𝐼  بحيث𝐴𝑖0 ≠ ( إذاً متممتها C)و هي عنصر من  ∅

 مجموعة منتهية :

(⋃𝐴𝑖

𝑖∈𝐼

)

𝑐

= ⋂𝐴𝑖
𝑐

𝑖∈𝐼

⊆ 𝐴𝑖0
𝑐 ⟹ ⋃𝐴𝑖

𝑖∈𝐼

∈ 𝐶 

 .ℝمما سبق نجد أنها تشكل طوبولوجيا على 

 السؤال الثالث : 

Xإذا كانت  = {a, b, c, d, e}  و كانتτ = {∅, X, {a}, {b, c}, {a, b, c}} و كانت 

 A = {b, c, d, e}  أوجدA′, A̅, A °

 الحل : 
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𝑥نقول عن  ′Aإيجاد ۞ ∈ 𝑋  نقطة تجمع( لـ  حديةإنها نقطة(A : إذا و فقط إذا تحقق الشرط  :

 ∀𝐵 ∈ 𝜏 ∶  𝑥 ∈ 𝐵 ⇒ 𝐵 ∩ (𝐴 ∖ {𝑥})  ≠ ∅ : 

- 𝒙 = 𝒂  إن المجموعات المفتوحة التي تحويa  هي𝑋, {𝑎}, {𝑎, 𝑏, 𝑐} : 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {𝑎}) = 𝑋 ∩ ({𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} ∖ {𝑎}) = 𝑋 ∩ {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} ≠ ∅ 

{𝑎} ∩ (𝐴 ∖ {𝑎}) = {𝑎} ∩ {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = ∅ 

 ليست حدية لأنه وجد مجموعة مفتوحة لا تحقق الشرط . aإذاً 

- 𝒙 = 𝒃 إن المجموعات المفتوحة التي تحوي ,b  هي𝑋, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {𝑏}) = 𝑋 ∩ {𝑐, 𝑑, 𝑒} = {𝑐, 𝑑, 𝑒} ≠ ∅ 

{𝑏, 𝑐} ∩ (𝐴 ∖ {𝑏}) = {𝑏, 𝑐} ∩ {𝑐, 𝑑, 𝑒} = {𝑐} ≠ ∅ 

{𝑎, 𝑏, 𝑐} ∩ (𝐴 ∖ {𝑏}) = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ∩ {𝑐, 𝑑, 𝑒} = {𝑐} ≠ ∅ 

𝑏, و بالتالي  𝑏تحقق الشرط من أجل أي مجموعة مفتوحة تحوي  ∈ 𝐴′ 

- 𝒙 = 𝒄 إن المجموعات المفتوحة التي تحوي النقطة ,c  هي𝑋, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {𝑐}) = {𝑏, 𝑑, 𝑒} ≠ ∅ 

{𝑏, 𝑐} ∩ (𝐴 ∖ {𝑐}) = {𝑏, 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑑, 𝑒} = {𝑏} ≠ ∅ 

 حدية  cإذاً 

- 𝒙 = 𝒅  المجموعات المفتوحة التي تحوي ,d  هي فقط𝑋 :و نجد أن 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {𝑑}) = {𝑏, 𝑐, 𝑒} ≠ ∅ 

𝑑حدية أي  dإذاً  ∈ 𝐴′  

- 𝒙 = 𝒆  المجموعات المفتوحة التي تحوي ,e  هيX: 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {𝑒}) = {𝑏, 𝑐, 𝑑} ≠ ∅ 

𝑒إذاً  ∈ 𝐴′ الي و مما سبق نجد أن :و بالت 

𝐴′ = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = 𝐴  

𝑥نقول عن  °Aإيجاد ۞ ∈ 𝐴  في  داخليةإنها نقطةA  إذا وجدت مجموعة مفتوحة في(𝑋, 𝜏)  تحوي  :

x  محتواة فيA  : أي أن 

- 𝒙 = 𝒃 مجموعة مفتوحة  , يوجد{𝑏, 𝑐}  بحيثb ∈ {b, c} ⊆ A  بالتاليو 𝑏 ∈ 𝐴∘ 
- 𝒙 = 𝒄 حة مجموعة مفتو , يوجد{𝑏, 𝑐}  بحيثc ∈ {b, c} ⊆ A  بالتاليو 𝑐 ∈ 𝐴∘ 
- 𝒙 = 𝒅 التي تحوي  , المجموعة المفتوحة الوحيدةd  هي𝑋  و هي غير محتواة فيA :ًإذا 

∄𝐵 ∈ 𝜏: 𝑑 ∈ 𝐵 ⊆ A ⇒ 𝑑 ∉ 𝐴∘  
- 𝒙 = 𝒆التي تحوي  , المجموعة المفتوحة الوحيدةe  هي𝑋  و هي غير محتواة فيA :ًإذا 
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∄𝐵 ∈ 𝜏: 𝑒 ∈ 𝐵 ⊆ A ⇒ 𝑒 ∉ 𝐴∘  
∘𝐴 بالتالي  و = {b, c} 

: : Aبأنها تقاطع المجموعات المغلقة التي تحوي  Aلصاقة المجموعة  A̅إيجاد ۞

 لنوجد أولاً المجموعات المغلقة )متممات المجموعات المفتوحة ( :

𝑋, ∅, {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, {𝑎, 𝑑, 𝑒}, {𝑑, 𝑒} 

, 𝑋هي  𝐴و من ثم , إن المجموعات المغلقة التي تحوي  {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = 𝐴 : و بالتالي 

𝐴̅ = 𝑋 ∩ {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = 𝐴 ⟹ 𝐴̅ = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} = 𝐴  

 ℝأوجد المجموعات التالية في الطوبولوجيا المألوفة على السؤال الرابع : 

1)  (]2,5[)
°
       ,    (]2,5[)

′
      ,   (]2,5[)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

2)  ({1,2,3})°     ,    ({1,2,3})′    ,   ({1,2,3})̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3)   
2

3
,
3

4
,
4

5
, … . .      

′

 الحل : 

𝐴لنرمز بـ  -1  :عندئذٍ  ]2,5[=
  نلاحظ أن𝐴  مجموعة مفتوحة و هذا يكافئ أن𝐴 = 𝐴°  

 ":فتوحةً فإن  ممجموعةً  ℝمجال مفتوح في  تساوي داخلها ولما كان كل   مفتوحة   مجموعة   كل  "

°(]2,5[)إذاً  =]2,5[ 
 جال مفتوح في تراكم مℝ  هو إغلاقه : أي𝐴′ = (]2,5[)′ = [2,5] 
  لصاقةA نعلم حسب مبرهنة سابقة أن :𝐴̅ = 𝐴 ∪ 𝐴′: و بالتالي 

𝐴̅ =]2,5[̅̅ ̅̅ ̅̅ =]2,5[∪ [2,5] = [2,5]  
𝐵لنرمز بـ  -2 = {1,2,3}: 

  بما أن المجموعة𝐵 : منتهية فكل من داخلها و تراكمها يكون خالياً  أي 

𝐵° = ∅     ,    𝐵′ = ∅  
  نعلم حسب مبرهنة سابقة أن كل مجموعة منتهية في فضاء متري تكون مغلقة و بالتالي𝐵 

 مغلقة , و نعلم حسب نص سابق أيضاً أن كل مغلقة تساوي لصاقتها و بالتالي :

𝐵̅ = 𝐵  
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𝐷لنرمز بـ  -3 = {
2

3
,
3

4
,
4

5
, … } 

′𝐷إن  = ذلك لأنه و حسب تعريف النقطة الحدية  x=1هي  D أي أن نقطة التجمع الوحيدة للمجموعة {1}

𝐵∀يكون  ∈ 𝜏 ∶ 1 ∈ 𝐵 ; 𝐵 ∩ {𝐷 ∖ {1}) ≠ سيتقاطع مع  1) هذا يعني أن أي جوار للنقطة  ∅

 ( و هذا محقق بسبب ما يلي :1المجموعة في نقاط مغايرة للـ 

}ما هي إلا مجموعة قيم المتتالية العددية الحقيقية غير المنتهية  𝐷إن 
𝑛

𝑛+1
}
𝑛≥2

و التي بدورها متقاربة   

𝑥من  = }قولنا عن المتتالية فإن  𝑅و حسب تعريف تقارب متتالية في  1
𝑛

𝑛+1
}
𝑛≥2

إنها متقاربة من   

𝑥 = 𝑥فهذا يكافئ أن أي جوار للنقطة  1 =  سيحوي جميع عناصر المتتالية باستثناء عدد منتهٍ منها  1

 .الٍ أي أن التقاطع المذكور أعلاه لن يكون خ

𝑥0بقي أن نثبت أنها نقطة التجمع الوحيدة , لتكن  ≠  : , عندئذٍ 1

 𝑥0 ∈ 𝐷  و بالتالي  يوجد𝑚 ∈ ℕ  بحيث𝑥0 =
𝑚

𝑚+1
 و لنلاحظ على مستقيم الأعداد ما يلي : 

 

 
 

 

 

𝑑من السهل التبين من أن  (
𝑚

𝑚+1
,
𝑚+1

𝑚+2
) = 𝜀1 < 𝑑 (

𝑚−1

𝑚
,

𝑚

𝑚+1
) = 𝜀2: و ذلك كما يلي 

𝜀1 = 𝑑 (
𝑚

𝑚 + 1
,
𝑚 + 1

𝑚 + 2
) = |

𝑚

𝑚 + 1
−
𝑚 + 1

𝑚 + 2
| =

1

(𝑚 + 2)(𝑚 + 1)
 

𝜀2 = 𝑑 (
𝑚 − 1

𝑚
,

𝑚

𝑚 + 1
) = |

𝑚 − 1

𝑚
−

𝑚

𝑚 + 1
| =

1

𝑚(𝑚 + 1)
 

𝑚و لما كان < 𝑚 + 𝑚)فإن  2 + 1)𝑚 < (𝑚 + 1)(𝑚 +  و بقلب الطرفين :  (2

1

(𝑚 + 2)(𝑚 + 1)
<

1

𝑚(𝑚 + 1)
⟺ 𝜀1 < 𝜀2 

𝑥0للنقطة  𝐼الآن لنأخذ جواراً  =
𝑚

𝑚+1
𝛿نصف قطره   =

𝜀1

2
 الموضح في الرسم: 

 

 

1

2
 𝑚

𝑚 + 1
 

𝑚 + 1

𝑚 + 2
 

𝑚 − 1

𝑚
 1 

𝑥0 

𝜀1 𝜀2 

1/2 𝑚 − 1

𝑚
 

 

𝑚

𝑚 + 1
 

𝑚 + 1

𝑚 + 2
 

𝛿 𝛿 

1 
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 و بالتالي :أصبح بإمكاننا أن نقول ما يلي : x0إلا  𝐷لا يحوي نقاطاً من المجموعة  Iفنلاحظ أن 

∃𝐼 = ] 𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿[∶ 𝑥0 ∈ 𝐼 , 𝐷 ∩ (𝐼 ∖ {𝑥0}) = ∅ 
x0و بالتالي  =

𝑚

𝑚+1
 ليست تجمع . 

  1أما من أجل ≠ x0 ∉ 𝐷  : فأيضاً سنميز حالتين 

◄𝑥0 <
2

3
𝑥0   أو > ) مجموعة مفتوحة  x0فإنه و بسهولة يمكن إيجاد مجال مفتوح مركزه  1

 بأي نقطة حيث نختار : Dتحوي النقطة ( بحيث لا يتقاطع مع 
𝑟 =

1

2
min { 𝑑 (𝑥0,

1

2
) , 𝑑(𝑥0, 1)} 

x0[فيكون  − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟[ ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}) =  أيضاً .  𝐷ليست تجمع لـ  x0و بالتالي  ∅

◄
2

3
< 𝑥0 ≠

𝑚

𝑚+1
< أي أنه يوجد  Dيقع بين عنصرين من عناصر المجموعة  x0عندئذٍ   1

,iعددان طبيعيان  j  بحيث𝑖 < 𝑗  و أن
𝑖

1+𝑖
< 𝑥0 <

𝑗

1+𝑗
 و بالتالي نختار  

 r =
1

2
min {𝑑 (𝑥0,

𝑖

𝑖+1
) , 𝑑 (𝑥0,

𝑗

𝑗+1
𝑀نصف قطر للجوار  {( =]𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟[ 

𝑀فيصبح لدينا  ∩ {𝐷 ∖ {𝑥0}} =  أيضاً . 𝐷ليست تجمع لـ  x0بالتالي  ∅

′𝐷أي أن  1هي النقطة  Dإذاً نقطة التجمع الوحيدة لـ  = {1} 

برهن ما يلي : :لخامسالسؤال ا 

 كل متتالية متقاربة في فضاء متري تكون محدودة -1 

𝑎متتالية متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}بفرض أن   ∈ 𝑋 : البرهان : و هذا يكافئ

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 𝜀 
𝑀و لنبرهن على وجود  > 𝑛,𝑚∀يحقق أن :  0 ∈ ℕ ∶ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < 𝑀  

𝜀أخذ مثلاً لن =  فنجد أن : 1

∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 1 

𝑛,𝑚ليكن  ∈ ℕ : و لنميز الحالات التالية 

𝑛,𝑚إذا كان  - أ ≥ 𝑛0 : عندها يكون𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) + 𝑑(𝑎𝑚 , 𝑎) < 1 + 1 = 2 
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𝑛,𝑚إذا كان  - ب < 𝑛0  عندها نأخذ𝐿 = max{𝑑(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑛0} : فيكون 
𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ L 

𝑚إذا كان  - ت ≥ 𝑛0 , 𝑛 < 𝑛0 : عندئذٍ يكون 
𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑛0) + 𝑑(𝑎𝑛0

, 𝑎𝑚) ≤ 𝐿 + 1 
0و لنختار عدد يناسب جميع الحالات السابقة فنأخذ  < 𝑀 = 𝐿 +  فيكون :  2

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < M   , ∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ 

ل مجموعة منتهية في فضاء متري تكون مغلقةك   -2

البرهان :  

,𝑋)ليكن  𝑑)  فضاءً مترياً و𝑎 ∈ 𝑋  و لنثبت أن{𝑎}  مجموعة مغلقة , أي لنثبت أن متممتها

𝐴 = 𝑋 ∖ {𝑎} .. هي مجموعة مفتوحة 

 و من أجل ذلك يجب إثبات أنه :

∀𝑥 ∈ 𝐴; ∃𝑟 > 0 ∶ 𝑁𝑑(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐴 

𝑥لدينا  ∈ 𝐴 = 𝑋 ∖ {𝑎} لي و بالتا𝑥 ≠ 𝑎  و هذا يبين أن𝑟 = 𝑑(𝑥, 𝑎) ≩ 0  

𝑎و أنّ:  ∉ 𝑁𝑑(𝑥, 𝑟)  لأنه لو كان𝑎 ∈ 𝑁𝑑(𝑥, 𝑟)  لكان𝑑(𝑥, 𝑎)⏟    
=𝑟

< 𝑟  و هذا تناقض و بالتالي نجد

 أن :

Nd(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝑋 ∖ {𝑎} = 𝐴 

Aو هذا يبين أن المجموعة  = 𝑋 ∖ {𝑎} جموعة مفتوحة , و بالتال متممتها مجموعة مغلقة أي أن الم

{𝑎}  مجموعة مغلقة 

𝐹الآن , إن أي مجموعة منتهية مثل   = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}  يمكن كتابتها على شكل اجتماع لعناصرها

 )كمجموعات وحيدة العنصر( أي:

F = ⋃{𝑎𝑖}

𝑛

𝑖=1

 

 طلوب .و حسب نص سابق , إن الاجتماع المنتهي لمجموعات مغلقة هو مجموعة مغلقة , و يتم بذلك الم

 : ℝ2كلاً من التابعين التاليين هو تابع مسافة على  أثبت أنالسؤال السادس : 
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∀z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ ℝ2; 

d1(z1, z2) = |x1 − x2| + 3 y1 − y2  

d2(z1, z2) = max{|x1 − x2|,  y1 − y2 } 

,Nd2((0,0)و أوجد الكرة المفتوحة  1)  

 الحل : 

  من أجلd1 : 

 حتى تكون دالة مسافة يجب أن تحقق الشروط الأربعة الواردة في تعريف دالة المسافة :

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑧3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈ ℝ2 ; 

 الشرط الأول :)غير سالب(◄

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| ≥  و ذلك حسب تعريف دالة القيمة المطلقة   0

,𝑑(𝑧1       الشرط الثاني :◄ 𝑧2) = 0 ⇔ |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| = 0     

 و لكن إذا كان مجموع مقادير غير سالبة هو الصفر فإن كل من هذه المقادير معدوم أي :

{
|𝑥1 − 𝑥2| = 0 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2
3|𝑦1 − 𝑦2| = 0 ⇔ 𝑦1 = 𝑦2

⟹ (𝑥1, 𝑦1) = (𝑥2, 𝑦2) ⟹ 𝑧1 = 𝑧2 

 الشرط الثالث :)التناظر(◄

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| = |𝑥2 − 𝑥1| + 3|𝑦2 − 𝑦1| = 𝑑(𝑧2, 𝑧1) 

 الشرط الرابع:)متراجحة المثلث( :◄

𝑑(𝑧1, 𝑧3) = |𝑥1 − 𝑥3| + 3|𝑦1 − 𝑦3| 

                 = |𝑥1 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟐 − 𝑥3| + 3|𝑦1 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝑦3| 

                ≤⏟
 خواص قيمة مطلقة

|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥2 − 𝑥3| + 3|𝑦1 − 𝑦2| + 3|𝑦2 − 𝑦3| 

                

,𝑑(𝑧1ن : و هذا يبين أ 𝑧3) ≤ 𝑑(𝑧1, 𝑧2) + 𝑑(𝑧2, 𝑧3) 

𝒅(𝒛𝟏, 𝒛𝟐) 𝒅(𝒛𝟐, 𝒛𝟑) 

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 𝛼 |𝑦1 − 𝑦2| 

: قد تأتي دالة المسافة هذه أو ما يشبهها فكل مسافة من  ملاحظة

 الشكل

 𝛼بـ  3تبقى الطريقة نفسها فقط نستبدل كل  𝛼مهما كان العدد 

  و ستجد ذلك في دورة الفصل الأول
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 ℝ2تابع مسافة على  dمن تحقق الشروط الأربعة نجد أن 

  من أجلd2 : 

 حتى تكون دالة مسافة يجب أن تحقق الشروط الأربعة الواردة في تعريف دالة المسافة :

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑧3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈ ℝ2 ; 

 الشرط الأول :)غير سالب(◄

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = max{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} ≥ 0 

 القيمة العظمى لمقادير غير سالبة هو مقدار غير سالب

 الشرط الثاني : ◄

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = 0 ⇔ max{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} = 0 

 إذا كانت القيمة العظمى  لمقادير غير سالبة هو الصفر فإن كل من هذه المقادير معدوم أي :و لكن 

{
|𝑥1 − 𝑥2| = 0 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2
|𝑦1 − 𝑦2| = 0 ⇔ 𝑦1 = 𝑦2

⟹ (𝑥1, 𝑦1) = (𝑥2, 𝑦2) ⟹ 𝑧1 = 𝑧2 

 الشرط الثالث :)التناظر(◄

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = max{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} = max{|𝑥2 − 𝑥1|, |𝑦2 − 𝑦1|}

= 𝑑2(𝑧2, 𝑧1) 

,𝑑2(𝑧1علينا إثبات أن :  𝑧3) ≤ 𝑑2(𝑧1, 𝑧2) + 𝑑2(𝑧2, 𝑧3) ◄: )الشرط الرابع:)متراجحة المثلث

 لدينا :

𝑑2(𝑧1, 𝑧3) = max{|𝑥1 − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦3|} 

max{|𝑥1و لنفرض أن  − 𝑥3|, |𝑦1 − 𝑦3|} = |𝑥1 − 𝑥3| )و هذا لا يؤثر على عمومية المسألة( 

 إذن : 

𝑑2(𝑧1, 𝑧3) = |𝑥1 − 𝑥3| 

= |𝑥1 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟐 − 𝑥3| ≤ |𝑥1 − 𝑥2|⏟      
≤max{|𝑥1−𝑥2|,|𝑦1−𝑦2|}

+ |𝑥2 − 𝑥3|⏟      
≤max{|𝑥2−𝑥3|,|𝑦2−𝑦3|}

 

≤ max{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} + max{|𝑥2 − 𝑥3|, |𝑦2 − 𝑦3|} = 𝑑2(𝑧1, 𝑧2) + 𝑑2(𝑧2, 𝑧3) 
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 فهو تابع مسافة 

  الكرة المفتوحة نوجد𝐍𝐝𝟐
((𝟎,𝟎),𝟏)  :

𝑁𝑑2((0,0), 1) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ
2
: max{|𝑥|, |𝑦|} < 1 } 

,|max{|𝑥إن   |𝑦|}  هو القيمة العظمى للعددين|𝑥|  و|𝑦|  و حسب ما سبق فإنه إذا كانت هذه القيمة

 العظمى أصغر من الواحد فلا بد أن كل من العددين أصغر من الواحد ,إذن :

𝑁𝑑2((0,0), 1) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ
2
: |𝑥| < 1, |𝑦| < 1 } 

 و حسب خواص القيمة المطلقة نكتب :

𝑁𝑑2((0,0), 1) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ
2
: −1 < 𝑥 < 1,−1 < 𝑦 < 1 } 

 , و بالرسم يكون 1و  1-و هي مجموعة الثنائيات التي كل من مسقطيها يقع بين العددين 

 

  

 

 

 

 

 

 

   انتهت الدورة التكميلية
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 (2016-2015أسئلة الدورة الفصلية الثانية )

 السؤال الأول : 

,𝑋)عرف المصطلحات التالية في الفضاء الطوبولوجي  𝜏)  : 

 المجموعة التامة  –المجموعة الكثيفة  –النقطة الملاصقة  –نقطة التجمع  –النقطة الداخلية 

 السؤال الثاني :

التي  𝑋الجزئية في مؤلفة من المجموعة الخالية و كل المجموعات  𝜏مجموعة غير منتهية و لتكن  𝑋لتكن 

,𝑋)متمماتها منتهية , أثبت أن  𝜏)  فضاء طوبولوجي 

𝑋إذا كانت  = 𝜏و كان  {1,2,3,4,5} = {∅, 𝑋, {1}, {2,3}, السؤال الثالث :  {{1,2,3}

Aو  = ,′𝐴المطلوب : أوجد  {2,3,4,5} 𝐴,̅ 𝐴°𝑒𝑥𝑡(𝐴) 

 السؤال الرابع : 

 ℝالمألوفة على  أوجد المجموعات التالية في الطوبولوجيا

1)  (]2,5[)°       ,    (]2,5[)′      ,   (]2,5[)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

2)  ({1,23})°     ,    ({1,23})′    ,   ({1,23})̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3) ({1 ,
1

2
,
1

3
… . . })

′

   

السؤال الخامس : برهن ما يلي : 

 كل متتالية متقاربة في فضاء متري تكون محدودة -1
 فضاء متري تكون مغلقةكل مجموعة منتهية في  -2
,𝑋)ليكن الفضاء الطوبولوجي  -3 𝜏)  و لتكنA ⊆ X  عندئذٍ فإن𝐴 ∪ 𝐴′  مغلقة في(X, τ) 

السؤال السادس : : ℝ2أثبت أنت كلاً من التابعين التاليين هو تابع مسافة على  

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℝ2; 

𝑑1(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| 

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = √(𝑥1 − 𝑥2)
2 + (𝑦1 − 𝑦2)

2 

  انتهت الأسئلة 
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 (2016-2015حل أسئلة الدورة الفصلية الثانية )

,X)عرف المصطلحات التالية في الفضاء الطوبولوجي السؤال الأول :  τ)  : 

 المجموعة التامة  –المجموعة الكثيفة  –النقطة الملاصقة  –نقطة التجمع  –النقطة الداخلية 

 الحل : 

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاء طوبولوجي و𝐴 ⊆ 𝑋  نقول عن ,𝑥 ∈ 𝐴  إنها نقطة داخلية فيA  : النقطة الداخلية

,𝑋)إذا وجدت مجموعة مفتوحة في  𝜏)  تحويx  محتواة فيA  : أي أن 

  (𝑥  نقطة داخلية في𝐴  )⇔ ∃𝐵 ∈ 𝜏  ∶ 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴   و نرمز لمجموعة النقاط الداخلية في𝐴 

 . ∘𝐴بالرمز 

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاء طوبولوجي و لتكن𝐴 ⊆ 𝑋  نقول عن𝑥 ∈ 𝑋  إنها النقطة الحدية )نقطة التجمع( : 

تحوي نقطة واحدة على  xو تحوي  Xإذا كانت كل مجموعة مفتوحة في  Aنقطة حدية )نقطة تجمع( لـ 

𝐴الأقل من المجموعة  ∖ {𝑥}   : أي إذا و فقط إذا تحقق الشرط∀𝐵 ∈ 𝜏 ∶  𝑥 ∈ 𝐵 ⇒ 𝐵 ∩ (𝐴 ∖

{𝑥})  ≠  Aلمجموعة نقاط التجمع لـ  'Aو نرمز بـ  ∅

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاءً طوبولوجياً و𝐴 ⊆ 𝑋  نعرف لصاقة المجموعةA  بأنها تقاطع النقطة الملاصقة : 

غُلاقة قة مجموعة ببعض المراجع ) تدعى لصا ̅ 𝐴و نرمز لها بـ Aالمجموعات المغلقة التي تحوي 

 أي أن : Aبنقطة ملاصقة لـ  A( و ندعو كل نقطة من لصاقة المجموعة مجموعة

𝑥 ∈ 𝐴 ̅ ⇒ 𝐴ملاصقة لـ 𝑥 

,𝑋)ليكن  𝜏)  ًفضاء طوبولوجي و أيضا𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  بحيث𝐴 ⊆ 𝐵  نقول عن𝐴  إنها المجموعة الكثيفة : 

⊇Bإذا تحقق أنه Bكثيفة في  𝐴̅   
𝐴̅إذا تحقق  Xإنها كثيفة في  𝐴و نقول عن  = 𝑋 

,𝑋)ليكن   𝜏)  فضاء طوبولوجي و لتكن𝐴 ⊆ 𝑋 نقول عن A  إنها تامة إذا كانت كل  المجموعة التامة :

 متقاربة  فيها . Aمتتالية كوشية من عناصر 
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ت مؤلفة من المجموعة الخالية و كل المجموعا τمجموعة غير منتهية و لتكن  Xلتكن السؤال الثاني : 

,X)التي متمماتها منتهية , أثبت أن  Xالجزئية في  τ)   فضاء طوبولوجي

 الحل : 

𝜏لدينا  = {∅} ∪ {𝐴 ∶ 𝐴 ⊆ 𝑋 ,    {𝐴𝑐 منتهية

1- ∅ ∈ 𝜏  ًفرضا 

𝑋و أيضاً  ∈ 𝜏  لأن متممتها𝑋𝑐 =  مجموعة منتهية  ∅
,𝐴ليكن  -2 𝐵 ∈ 𝜏   : و لنميز حالتين 

𝐴إذا كان  - ∩ 𝐵 = 𝐴فإن  ∅ ∩ 𝐵 ∈ 𝜏  

𝐴إذا كان  - ∩ 𝐵 ≠ ,𝐴, فبما أن  ∅ 𝐵 ∈ 𝜏      يكون كل من𝐴𝑐 , 𝐵𝑐 :ّمجموعة منتهية و أن 
(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐⏟    

اجتماع منتهيتن هو منتهية

⟹ 𝐴∩ 𝐵 ∈ 𝜏 

𝑖حيث  𝐴𝑖علينا إثبات أنه إذا كان  -3 ∈ 𝐼   جماعة من عناصر𝜏  فإن⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏 و أيضاً سنميز

 حالتين :

⋃ا كان إذ- 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 = ⋃فإن  ∅ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ τ 

⋃إذا كان - 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ≠ 𝑖0فإنه يوجد  ∅ ∈ 𝐼  بحيث𝐴𝑖0 ≠ ( إذاً متممتها 𝜏)و هي عنصر من  ∅

 مجموعة منتهية :

(⋃𝐴𝑖

𝑖∈𝐼

)

𝑐

= ⋂𝐴𝑖
𝑐

𝑖∈𝐼

⊆ 𝐴𝑖0
𝑐 ⟹ ⋃𝐴𝑖

𝑖∈𝐼

∈ 𝜏 

Xإذا كانت السؤال الثالث :  = τو كان  {1,2,3,4,5} = {∅, X, {1}, {2,3}, {1,2,3}} 

Aو  = ,′Aالمطلوب : أوجد  {2,3,4,5} A,̅ A°ext(A )

 الحل: 

 :′Aلنوجد  

- 𝑥 = ,𝑋هي  1إن المجموعات المفتوحة التي تحوي  1 {1}, {1,2,3} : 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {1}) = 𝑋 ∩ ({2,3,4,5} ∖ {1}) = 𝑋 ∩ {2,3,4,5} = {2,3,4,5} ≠ ∅ 

{1} ∩ (𝐴 ∖ {1}) = {1} ∩ {2,3,4,5} = ∅ 

 ليست حدية لأنه وجد مجموعة مفتوحة لا تحقق الشرط . 1إذاً 
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- 𝑥 = ,𝑋هي  2, إن المجموعات المفتوحة التي تحوي 2 {2,3}, {1,2,3} 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {2}) = 𝑋 ∩ {3,4,5} = {3,4,5} ≠ ∅ 

{2,3} ∩ (𝐴 ∖ {2}) = {2,3} ∩ {3,4,5} = {3} ≠ ∅ 

{1,2,3} ∩ (𝐴 ∖ {2}) = {1,2,3} ∩ {3,4,5} = {𝑐3} ≠ ∅ 

2, و بالتالي  2جل أي مجموعة مفتوحة تحوي تحقق الشرط من أ ∈ 𝐴′ 

- 𝑥 = ,𝑋هي  3, إن المجموعات المفتوحة التي تحوي النقطة 3 {2,3}, {1,2,3} 

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {3}) = {2,3,4} ≠ ∅ 

{2,3} ∩ (𝐴 ∖ {3}) = {2,3} ∩ {2,4,5} = {2} ≠ ∅ 

 حدية  3إذاً 

- 𝑥 =  و نجد أن: 𝑋هي فقط  d, المجموعات المفتوحة التي تحوي  4

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {4}) = {2,3,5} ≠ ∅ 

4حدية أي  4إذاً  ∈ 𝐴′  

- 𝑥 =  :Xهي  e, المجموعات المفتوحة التي تحوي  5

𝑋 ∩ (𝐴 ∖ {5}) = {2,3,4} ≠ ∅ 

5إذاً  ∈ 𝐴′ : و بالتالي و مما سبق نجد أن 

𝐴′ = {2,3,4,5} 
𝑥نقول عن  °Aإيجاد ۞ ∈ 𝐴  في  داخليةإنها نقطةA  إذا وجدت مجموعة مفتوحة في(𝑋, 𝜏)  تحوي  :

x اة في محتوA  : أي أن  

- 𝒙 = 2بحيث  {2,3}مجموعة مفتوحة  , يوجد 𝟐 ∈ {2,3} ⊆ A  2 بالتاليو ∈ 𝐴∘ 
- 𝒙 = 3بحيث  {2,3}مجموعة مفتوحة  , يوجد 𝟑 ∈ {2,3} ⊆ A  3 بالتاليو ∈ 𝐴∘ 
- 𝒙 =  إذاً: Aو هي غير محتواة في  𝑋هي  4التي تحوي  , المجموعة المفتوحة الوحيدة 𝟒

∄𝐵 ∈ 𝜏: 4 ∈ 𝐵 ⊆ A ⇒ 4 ∉ 𝐴∘  
- 𝒙 =  إذاً: Aو هي غير محتواة في  𝑋هي  5التي تحوي  , المجموعة المفتوحة الوحيدة𝟓

∄𝐵 ∈ 𝜏: 5 ∈ 𝐵 ⊆ A ⇒ 5 ∉ 𝐴∘  
∘𝐴 و بالتالي  = {2,3} 

: : Aبأنها تقاطع المجموعات المغلقة التي تحوي  Aلصاقة المجموعة  A̅إيجاد ۞

 ( : لنوجد أولاً المجموعات المغلقة )متممات المجموعات المفتوحة

𝑋, ∅, {2,3,4,5}, {1,4,5}, {4,5} 

, 𝑋هي  𝐴و من ثم , إن المجموعات المغلقة التي تحوي  {2,3,4,5} = 𝐴 : و بالتالي 
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𝐴̅ = 𝑋 ∩ {2,3,4,5} = {2,3,4,5} = 𝐴 ⟹ 𝐴̅ = {2,3,4,5} = 𝐴  

هو مجموعة النقاط التي تقع داخل  𝑒𝑥𝑡(𝐴)أي   𝐴نعلم أن خارج المجموعة  ext(A)إيجاد ۞ :

 أي أن : 𝐴متممة 

𝑒𝑥𝑡(𝐴) = (𝐴𝑐)∘ = (𝐴̅)𝑐 

⟹ 𝑒𝑥𝑡(𝐴) = (𝐴̅)𝑐 = {2,3,4,5}° = {1} ⟹ 𝑒𝑥𝑡(𝐴) = {1}  

 ℝأوجد المجموعات التالية في الطوبولوجيا المألوفة على  السؤال الرابع  :

1)  (]2,5[)
°
       ,    (]2,5[)

′
      ,   (]2,5[)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

2)  ({1,23})°     ,    ({1,23})′    ,   ({1,23})̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3)   1 ,
1

2
,
1

3
… . .      

′

 الحل : 

𝐴لنرمز بـ ◄  عندئذٍ : ]2,5[=
  نلاحظ أن𝐴  مجموعة مفتوحة و هذا يكافئ أن𝐴 = 𝐴°  

 :"فتوحةً فإن  ممجموعةً  ℝمجال مفتوح في  تساوي داخلها ولما كان كل   مفتوحة   مجموعة   كل  "

°(]2,5[)إذاً  =]2,5[ 
  تراكم مجال مفتوح فيℝ  هو إغلاقه : أي𝐴′ = (]2,5[)′ = [2,5] 
  لصاقةA نعلم حسب مبرهنة سابقة أن :𝐴̅ = 𝐴 ∪ 𝐴′: و بالتالي 

𝐴̅ =]2,5[̅̅ ̅̅ ̅̅ =]2,5[∪ [2,5] = [2,5]  
𝐵لنرمز بـ ◄ = {1,2,3}: 

  بما أن المجموعة𝐵 : منتهية فكل من داخلها و تراكمها يكون خالياً  أي 

𝐵° = ∅     ,    𝐵′ = ∅  
  نعلم حسب مبرهنة سابقة أن كل مجموعة منتهية في فضاء متري تكون مغلقة و بالتالي𝐵 

 مغلقة , و نعلم حسب نص سابق أيضاً أن كل مغلقة تساوي لصاقتها و بالتالي :

𝐵̅ = 𝐵  
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𝐷لنرمز بـ ◄ = {1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, … } 

′𝐷إن  = ذلك لأنه و حسب تعريف النقطة الحدية  x=0هي  Dمع الوحيدة للمجموعة أي أن نقطة التج {0}

𝐵∀يكون  ∈ 𝜏 ∶ 1 ∈ 𝐵 ; 𝐵 ∩ {𝐷 ∖ {0}) ≠ سيتقاطع مع  0) هذا يعني أن أي جوار للنقطة  ∅

 ( و هذا محقق بسبب ما يلي :0المجموعة في نقاط مغايرة للـ 

}نتهية ما هي إلا مجموعة قيم المتتالية العددية الحقيقية غير الم 𝐷إن 
1

𝑛
}
𝑛≥1

و التي بدورها متقاربة من   

𝑥 = }فإن قولنا عن المتتالية  𝑅و حسب تعريف تقارب متتالية في  0
1

𝑛
}
𝑛≥1

𝑥إنها متقاربة من    = 0 

𝑥فهذا يكافئ أن أي جوار للنقطة  =  سيحوي جميع عناصر المتتالية باستثناء عدد منتهٍ منها  0

 لاه لن يكون خالٍ فهو يحوي جميع عناصر المتتالية باستثناء عدد منتهٍ منهاأي أن التقاطع المذكور أع

𝑥0بقي أن نثبت أنها نقطة التجمع الوحيدة , لتكن  ≠  لنميز حالتين : , عندئذٍ 0

 𝑥0 ∈ 𝐷  و بالتالي  يوجد𝑚 ∈ ℕ  بحيث𝑥0 =
1

𝑚
 و لنلاحظ على مستقيم الأعداد ما يلي : 

 

 
 

 

 

 

𝑑لسهل التبين من أن من ا (
1

𝑚+1
,
1

𝑚
) = 𝜀1 < 𝑑 (

1

𝑚
,

1

𝑚−1
) = 𝜀2: و ذلك كما يلي 

𝜀1 = 𝑑 (
1

𝑚 + 1
,
1

𝑚
) = |

1

𝑚 + 1
−

1

𝑚
| =

1

𝑚(𝑚 + 1)
 

𝜀2 = 𝑑 (
1

𝑚
,

1

𝑚 − 1
) = |

1

𝑚
−

1

𝑚 − 1
| =

1

𝑚(𝑚 − 1)
 

𝑚و لما كان  − 1 < 𝑚 + 𝑚(𝑚فإن  1 − 1) < 𝑚(𝑚 +  فين : و بقلب الطر (1

1

𝑚(𝑚 + 1)
<

1

𝑚(𝑚 − 1)
⟺ 𝜀1 < 𝜀2 

𝑥0للنقطة  𝐼الآن لنأخذ جواراً  =
1

𝑚
𝛿نصف قطره   =

𝜀1

2
 الموضح في الرسم: 

 

 

0 1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 

1

𝑚 + 1
 1 

𝑥0 

𝜀2 𝜀1 

0 1

𝑚 + 1
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 

𝛿 𝛿 

1 
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 و بالتالي :أصبح بإمكاننا أن نقول ما يلي : x0إلا  𝐷لا يحوي نقاطاً من المجموعة  Iفنلاحظ أن 

∃𝐼 = ] 𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿[∶ 𝑥0 ∈ 𝐼 , 𝐷 ∩ (𝐼 ∖ {𝑥0}) = ∅ 

x0و بالتالي  =
1

𝑚
 ليست تجمع . 

  0أما من أجل ≠ x0 ∉ 𝐷 : فأيضاً سنميز الحالتين 

◄𝑥0 < وأ 0  𝑥0 > ) مجموعة مفتوحة  x0فإنه و بسهولة يمكن إيجاد مجال مفتوح مركزه 1

 بأي نقطة حيث نختار : Dتحوي النقطة ( بحيث لا يتقاطع مع 
𝑟 =

1

2
min{ 𝑑(𝑥0, 1), 𝑑(𝑥0, 0)} 

x0[فيكون  − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟[ ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}) =  أيضاً .  𝐷ليست تجمع لـ  x0و بالتالي  ∅

◄0 < 𝑥0 ≠
1

𝑚
< أي أنه يوجد  Dيقع بين عنصرين من عناصر المجموعة  x0ذٍ ئعند  1

,iعددان طبيعيان  j  بحيث𝑗 < 𝑖  و أن
1

𝑖
< 𝑥0 <

1

𝑗
 و بالتالي نختار  

 r =
1

2
min {𝑑 (𝑥0,

1

𝑖
) , 𝑑 (𝑥0,

1

𝑗
𝑀نصف قطر للجوار  {( =]𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟[  فيصبح

𝑀لدينا  ∩ {𝐷 ∖ {𝑥0}} =  أيضاً . 𝐷ليست تجمع لـ  x0بالتالي  ∅

′𝐷أي أن  0هي النقطة  Dإذاً نقطة التجمع الوحيدة لـ  = {1,
1

2
,
1

3
, … }

′
= {0} 

السؤل الخامس : ن ما يلي :بره 

 كل متتالية متقاربة في فضاء متري تكون محدودة -1 

𝑎متتالية متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}فرض أن ب  ∈ 𝑋 : البرهان : و هذا يكافئ

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 𝜀 

𝑀و لنبرهن على وجود  > 𝑛,𝑚∀يحقق أن :  0 ∈ ℕ ∶ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < 𝑀  
𝜀لنأخذ مثلاً  =  فنجد أن : 1

∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 1 

𝑛,𝑚ليكن  ∈ ℕ : و لنميز الحالات التالية 

𝑛,𝑚إذا كان  - أ ≥ 𝑛0 : عندها يكون𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) + 𝑑(𝑎𝑚 , 𝑎) < 1 + 1 = 2 
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𝑛,𝑚إذا كان  - ب < 𝑛0  عندها نأخذ𝐿 = max{𝑑(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑛0} : فيكون 
𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ L 

𝑚إذا كان  - ت ≥ 𝑛0 , 𝑛 < 𝑛0 ئذٍ يكون :عند 
𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑛0) + 𝑑(𝑎𝑛0

, 𝑎𝑚) ≤ 𝐿 + 1 
0و لنختار عدد يناسب جميع الحالات السابقة فنأخذ  < 𝑀 = 𝐿 +  فيكون :  2

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < M   , ∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ 

كل مجموعة منتهية في فضاء متري تكون مغلقة   -2

البرهان :  

,𝑋)ليكن  𝑑)  ًو  فضاءً متريا𝑎 ∈ 𝑋  و لنثبت أن{𝑎}  مجموعة مغلقة , أي لنثبت أن متممتها

𝐴 = 𝑋 ∖ {𝑎} .. هي مجموعة مفتوحة 

 و من أجل ذلك يجب إثبات أنه :

∀𝑥 ∈ 𝐴; ∃𝑟 > 0 ∶ 𝑁𝑑(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐴 

𝑥لدينا  ∈ 𝐴 = 𝑋 ∖ {𝑎}  و بالتالي𝑥 ≠ 𝑎  و هذا يبين أن𝑟 = 𝑑(𝑥, 𝑎) ≩ 0  

𝑎و أنّ:  ∉ 𝑁𝑑(𝑥, 𝑟)  لأنه لو كان𝑎 ∈ 𝑁𝑑(𝑥, 𝑟)  لكان𝑑(𝑥, 𝑎)⏟    
=𝑟

< 𝑟  و هذا تناقض و بالتالي نجد

 أن :

Nd(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝑋 ∖ {𝑎} = 𝐴 

Aو هذا يبين أن المجموعة  = 𝑋 ∖ {𝑎}  مفتوحة , و بالتال متممتها مجموعة مغلقة أي أن المجموعة

{𝑎}  مجموعة مغلقة 

𝐹الآن , إن أي مجموعة منتهية مثل   = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}  يمكن كتابتها على شكل اجتماع لعناصرها

 )كمجموعات وحيدة العنصر( أي:

F = ⋃{𝑎𝑖}

𝑛

𝑖=1

 

 و حسب نص سابق , إن الاجتماع المنتهي لمجموعات مغلقة هو مجموعة مغلقة , و يتم بذلك المطلوب .

:  ℝ2أثبت أنت كلاً من التابعين التاليين هو تابع مسافة على السؤال السادس : 
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∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℝ2; 

𝑑1(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| 

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = √(𝑥1 − 𝑥2)
2 + (𝑦1 − 𝑦2)

2 

 الحل : 

  من أجلd1 : 

 دة في تعريف دالة المسافة :حتى تكون دالة مسافة يجب أن تحقق الشروط الأربعة الوار

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2), 𝑧3 = (𝑥3, 𝑦3) ∈ ℝ2 ; 

 الشرط الأول :)غير سالب(◄

𝑑1(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| ≥ 0 

 و ذلك حسب تعريف دالة القيمة المطلقة 

 الشرط الثاني : ◄

𝑑1(𝑧1, 𝑧2) = 0 ⇔ |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| = 0 

 و لكن إذا كان مجموع مقادير غير سالبة هو الصفر فإن كل من هذه المقادير معدوم أي :

{
|𝑥1 − 𝑥2| = 0 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2
3|𝑦1 − 𝑦2| = 0 ⇔ 𝑦1 = 𝑦2

⟹ (𝑥1, 𝑦1) = (𝑥2, 𝑦2) ⟹ 𝑧1 = 𝑧2 

 التناظر(الشرط الثالث :)◄

𝑑(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 3|𝑦1 − 𝑦2| = |𝑥2 − 𝑥1| + 3|𝑦2 − 𝑦1| = 𝑑(𝑧2, 𝑧1) 

 الشرط الرابع:)متراجحة المثلث( :◄

𝑑1(𝑧1, 𝑧3) = |𝑥1 − 𝑥3| + 3|𝑦1 − 𝑦3| 

                 = |𝑥1 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟐 − 𝑥3| + 3|𝑦1 − 𝒚𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝑦3| 

                ≤⏟
 خواص قيمة مطلقة

|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥2 − 𝑥3| + 3|𝑦1 − 𝑦2| + 3|𝑦2 − 𝑦3| 

                𝒅𝟏(𝒛𝟏, 𝒛𝟐) 𝒅𝟏(𝒛𝟐, 𝒛𝟑) 
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,𝑑1(𝑧1و هذا يبين أن :  𝑧3) ≤ 𝑑1(𝑧1, 𝑧2) + 𝑑1(𝑧2, 𝑧3) 

 ℝ2تابع مسافة على  dنجد أن من تحقق الشروط الأربعة 

  من أجلd = d2  :

 حتى تكون دالة مسافة يجب تحقق الشروط الأربعة الواردة في تعريف دالة المسافة :

xليكن  = (x1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) , 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝑋 : 

 : الشرط الأول 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥  و هو محقق وضوحاً  0

  الشرط الثاني: 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)   :و لنتحقق من ذلك 

𝑑(𝑥, 𝑦) = √(𝑥1 − 𝑦1)
2 + (𝑥2 − 𝑦2)

2 = √(𝑦1 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑥1)

2 = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

 :الشرط الثالث 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ x = y : و لنتحقق من ذلك 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ √(𝑥1 − 𝑦
1
)
2
+ (𝑥2 − 𝑦

2
)
2
= 0 

⇔ (𝑥1 − 𝑦1)
2 + (𝑥2 − 𝑦2)

2 = 0 ⇔ 𝑥1 − 𝑦1 = 0  &  𝑥2 − 𝑦2 = 0  

⇔ 𝑥1 = 𝑦1 & 𝑥2 = 𝑦2  ⇔ (𝑥1, 𝑥2) = (𝑦1, 𝑦2) ⇔ 𝑥 = 𝑦 
 ) مجموع مقادير غير سالبة يكون معدوماً عندما و فقط عندما يكون كل منها معدوم(

   ليكن𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2)  متراجحة المثلث : الشرط الرابع :

,𝑑(𝑥و نريد اثبات أن  𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) : أي لنثبت أن 

√(𝑥1 − 𝑧1)
2 + (𝑥2 − 𝑧2)

2 ≤ √(𝑥1 − 𝑦1)
2 + (𝑥2 − 𝑦2)

2 +√(𝑦1 − 𝑧1)
2 + (𝑦2 − 𝑧2)

2 

𝑐1نضع        = 𝑥1 − 𝑧1  ,   𝑐2 = 𝑥2 − 𝑧2  : ًو أيضا 

   ,    𝑎1 = 𝑥1 − 𝑦1    ,    𝑎2 = 𝑥2 − 𝑦2   , 𝑏1 = 𝑦1 − 𝑧1    ,    𝑏2 = 𝑦2 − 𝑧2 

𝑐1نجد أن  𝑏1 و 𝑎1بجمع  = 𝑎1 + 𝑏1   اً بجمع و أيض𝑎2 و 𝑏2  نجد أن𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 

,𝑑(𝑥فيصبح لدينا : 𝑦) = √𝑎1
2 + 𝑎2

2   ,   𝑑(𝑦, 𝑧) = √𝑏1
2 + 𝑏2

 و أيضاً : 2

𝑑(𝑥, 𝑧) = √𝑐1
2 + 𝑐2

2 ⇒ 𝑑2(𝑥, 𝑧) = 𝑐1
2 + 𝑐2

2 

 و حسب ما وجدنا سابقاً :

𝑑2(𝑥, 𝑧) = 𝑐1
2 + 𝑐2

2 = (𝑎1 + 𝑏1)
2 + (𝑎2 + 𝑏2)

2 
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= 𝑎1
2 + 2𝑎1𝑏1 + 𝑏1

2 + 𝑎2
2 + 2𝑎2𝑏2 + 𝑏2

2 

= (𝑎1
2 + 𝑎2

2) + 2(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2) + (𝑏1
2 + 𝑏2

2) 

= 𝑑2(𝑥, 𝑦) + 2(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2) + 𝑑2(𝑦, 𝑧) 

≤⏟
𝑡≤|𝑡|

𝑑2(𝑥, 𝑦) + 2|𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2| + 𝑑2(𝑦, 𝑧)…… (∗) 

 و لكن لنلاحظ ما يلي :

|𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2|
2 = |𝑎1

2𝑏1
2 + 2𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 + 𝑎2

2𝑏2
2| 

                             ≤⏟
|𝑢+𝑣+𝑤|≤|𝑢|+|𝑣|+|𝑤|

|𝑎1
2𝑏1

2| + 2|𝑎1𝑏2𝑎2𝑏1| + |𝑎2
2𝑏2

2|… (∗∗) 

0من جهة أخرى واضح أن  ≤ (|𝑎1𝑏2| − |𝑎2𝑏1|)
 و هذا يكافئ قولنا أن :2

0 ≤ |𝑎1𝑏2|
2 − 2|𝑎1𝑏2||𝑎2𝑏1| + |𝑎2𝑏1|

2 

2|𝑎1𝑏2||𝑎2𝑏1| ≤ |𝑎1𝑏2|
2 + |𝑎2𝑏1|

2 

 :(∗∗)سنستفيد من هذ المتراجحة 

|𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2|
2 ≤ |𝑎1

2𝑏1
2| + 2|𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2| + |𝑎2

2𝑏2
2| 

≤ 𝑎1
2𝑏1

2 + 𝑎1
2𝑏2

2 + 𝑎2
2𝑏1

2 + 𝑎2
2𝑏2

2 = (𝑎1
2 + 𝑎2

2)𝑏1
2 + (𝑎1

2 + 𝑎2
2)𝑏2

2 

                                                           = (a1
2 + a2

2)⏟      
𝑑2(𝑥,𝑦)

(b1
2 + b2

2)⏟      
𝑑2(𝑦,𝑧)

 

⟹⏟
 بجذر الطرفين

|𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦). 𝑑(𝑦, 𝑧) 

 : (∗)نعوض في 

   𝑑2(𝑥, 𝑧) ≤  𝑑2(𝑥, 𝑦) + 2𝑑(𝑥, 𝑦). 𝑑(𝑦, 𝑧) + 𝑑2(𝑦, 𝑧) = (𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧))
2

 

 بجذر الطرفين غير السالبين :

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)  

 

 

  انتهت دورة الفصل الثاني 
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 ( :2016-2015أسئلة الدورة الفصلية الأولى ) 

 –النقطة الملاصقة  –التجمع نقطة  –عرف المصطلحات التالية : النقطة الداخلية السؤال الأول : 

 تابع المسافة .  –المجموعة الكثيفة 

صف المجموعات المؤلف  من المجموعة  𝐶مجموعة الأعداد الحقيقة و ليكن  ℝ لتكنالسؤال الثاني :

 ℝتشكل طوبولوجيا على  𝐶التي متمماتها منتهية , أثبت أن   ℝالخالية و كل المجموعات الجزئية في 

𝑋إذا كانت  :السؤال الثالث  = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}  و كانت𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}} و كانت 

 𝐴 = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}  أوجد𝐴′, 𝐴̅, 𝐴° 

 ℝأوجد المجموعات التالية في الطوبولوجيا المألوفة على  السؤال الرابع :

1)  (]2,5[)°       ,    (]2,5[)′      ,   (]2,5[)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

2)  ({1,23})°     ,    ({1,23})′    ,   ({1,23})̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3) ({
2

3
,
3

4
,
4

5
, … . . })

′

   

 برهن ما يلي : السؤال الخامس :

 كل متتالية متقاربة في فضاء متري تكون محدودة -1
 كل مجموعة منتهية في فضاء متري تكون مغلقة -2

 : ℝ2بع مسافة على أثبت أنت كلاً من التابعين التاليين هو تا السؤال السادس :

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℝ2; 

𝑑1(𝑧1, 𝑧2) = |𝑥1 − 𝑥2| + 8|𝑦1 − 𝑦2| 

𝑑2(𝑧1, 𝑧2) = max{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 
,𝑁𝑑2((0,0)و أوجد الكرة المفتوحة  1) 

  انتهت الأسئلة 

 

 دورة مكررة و مطابقة تماماً للدورة التكميلية المحلولة في بداية هذا الملف  ( ) 

 

  نذير تيناوي إعداد :

 ملاحظة :


