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  جبران جبراندكتور المادة:  ◄

   لصاقة مجموعة في فضاء طوبولوجيعنوان المحاضرة :                       سابعةلاالمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 لمجموعة و لصاقة مجموعة في فضاء طوبولوجي و خواصها.النقطة الملاصقة -1

 مبرهنة تبين أن اجتماع أي مجموعة في فضاء طوبولوجي مع تراكمها هي مجموعة مغلقة-2

 مبرهنة تبين أن لصاقة مجموعة تساوي اجتماع هذه المجموعة مع تراكمها  -3

 تعريف المجموعة الكثيفة في مجموعة -4

 لمجموعة:طة المُلاصقة قتعريف الن

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاءً طوبولوجياً و𝐴 ⊆ 𝑋  نعرف لصاقة المجموعةA  بأنها تقاطع المجموعات المغلقة

( و ندعو كل غُلاقة مجموعة) تدعى لصاقة مجموعة ببعض المراجع  ̅ 𝐴و نرمز لها بـ Aالتي تحوي 

 أي أن : Aبنقطة ملاصقة لـ  Aنقطة من لصاقة المجموعة 

𝑥 ∈ 𝐴 ̅ ⇒ 𝐴ملاصقة لـ 𝑥 

حول لصاقة مجموعة:و نتائج  ملاحظات   

,𝑋)ليكن  𝜏)  و المجموعتان طوبولوجي فضاء𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 

  Aمغلقة و هي أصغر مجموعة تحوي   ̅ 𝐴المجموعة  1)

𝐴مجموعة مغلقة فهذا يكافئ أن  𝐴إذا كانت  2) = 𝐴̅ .)المجموعة المغلقة تساوي لصاقتها ( 

𝐴إذا كانت  3) ⊆ 𝐵  فإن𝐴̅ ⊆ 𝐵̅ 

𝐴فإن  Aمجموعة مغلقة و تحوي  Bإذا كانت  4) ⊆ 𝐴̅ ⊆ 𝐵 

 

 1الطوبولوجيا  

)المجموعة 

المغلقة تساوي 

 لصُاقتها(
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𝑋لتكن مثال: = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  و𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}}  و(𝑋, 𝜏) أوجد فضاء طوبولوجي :  

{𝑎}̅̅ ̅̅   , {𝑏}̅̅ ̅̅   , {𝑏, 𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

, ∅لنوجد أولاً المفتوحات والتي هي   𝑋 , {𝑎} , {𝑎, 𝑏} الحل هي متمماتها أي : ومن ثمَّ تكون المغلقات:
𝑋 , ∅ , {𝑏, 𝑐} , {𝑐} 

̅̅{𝑎}أي  𝑋والمغلقة الوحيدة التي تحويها هي  {𝑎}: هي أصغر مغلقة تحوي {𝑎}لصُاقة  ̅̅ = 𝑋 

,𝑋والمغلقات التي تحويها هي  {𝑏}: هي أصغر مغلقة تحوي {𝑏}لصُاقة  {𝑏, 𝑐}  أي{𝑏}̅̅ ̅̅ = {𝑏, 𝑐} 

 الاحتواء( بالنسبة لعلاقة )اخترنا أصغر مغلقة 

,𝑏}لصُاقة  𝑐} َّلاحظ أن :{𝑏, 𝑐}  مجموعة مغلقة وبالتالي ستساوي لصُاقتها أي{𝑏, 𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑏, 𝑐} 

مثال : 
𝑋لتكن   ≠ ,𝑋)و  ∅ 𝑃(𝑋))  الطوبولوجيا المتقطعة على𝑋  : ٍعندئذ 

∀𝐴 ⊆ 𝑋 ⟹ 𝐴̅ = 𝐴  &  𝐴° = 𝐴 

  𝐴أصغر مجموعة مغلقة تحوي  𝐴̅إن 

 𝐴أكبر مجموعة مفتوحة محتواة في  °𝐴إن 

𝑋لنأخذ   = ℕ  و لنعرف عليها الطوبولوجيا المكونة من المجموعة الخالية و كل المجموعات مثال :
𝜏التي متمماتها منتهية . أي  ℕالجزئية من  = ∅ ∪ {𝐴 ⊆ 𝑋 ∶  , أوجد المجموعات التالية: {𝐴𝑐 منتهية

{2,3,4}°   ,    {2,3,4}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ,   {2,3,4}′ 

𝐴لنسمي أولاً   = الحل : , لنبدأ:  {2,3,4}
 : °𝐴أي سنوجد  Aسنوجد أولاً داخل  -

و لنبدأ المناقشة : إن أي مجموعة مفتوحة هي  𝐴هي أكبر مجموعة مفتوحة محتواة في  °𝐴إن 

ℕهي من الشكل  ∅, و أن أي مجموعة مفتوحة غير الـ  𝜏مجموعة من  ∖ S  حيث𝑆  منتهية و

) غير منتهية  𝐴بالتالي أي مجموعة مفتوحة غير المجموعة الخالية مستحيل أن تكون محتواة في 

هي الخالية ,  𝐴لن تكون محتواة في المنتهية حتماً ( و بالتالي أكبر مجموعة مفتوحة محتواة في 

°𝐴إذاً  = ∅ . 

 :𝐴̅أي سنوجد  𝐴سنوجد الآن لصاقة  -

𝐴̅إن  = 𝐴   عندما و فقط عندما تكون𝐴  ّمغلقة و أن𝐴 = مغلقة لأنها منتهية ) في هذا  {2,3,4}

𝐴̅التالي الفضاء المدروس( و ب = 𝐴  

 :  ′𝐴أي سنوجد  𝐴أخيراً سنوجد تراكم  -
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𝑥من أجل ◄ = ℕنأخذ المجموعة  2 ∖ 𝐴فنجد أنها مجموعة مفتوحة تقاطعها مع  {3,4} ∖ {2} 

 تساوي الخالية

          ((ℕ ∖ {3,4}) ∩ (𝐴 ∖ {2}) = (ℕ ∖ {3,4}) ∩ {3,4} = ∅  ) 

𝑥من أجل ◄ = ℕنأخذ المجموعة  3 ∖ 𝐴فنجد أنها مجموعة مفتوحة تقاطعها مع  {2,4} ∖ {3} 

 تساوي الخالية

          ((ℕ ∖ {2,4}) ∩ (𝐴 ∖ {3}) = (ℕ ∖ {2,4}) ∩ {2,4} = ∅ ) 

𝑥من أجل ◄ = ℕنأخذ المجموعة  4 ∖ 𝐴فنجد أنها مجموعة مفتوحة تقاطعها مع  {2,3} ∖ {4} 

 تساوي الخالية

          ((ℕ ∖ {2,3}) ∩ (𝐴 ∖ {4}) = (ℕ ∖ {2,3}) ∩ {2,3} = ∅ ) 

′𝐴لم تحقق شرط نقطة التراكم و بالتالي  𝐴إذاً جميع نقاط  = ∅. 

  مبرهنة :

,𝑋)لتكن  𝜏)  فضاءً طوبولوجياً و𝐴 ⊆ 𝑋  ٍعندئذ𝐴 ∪ 𝐴′  مغلقة في𝑋  

البرهان :  
𝐴أن لإثبات  ∪ 𝐴′  مغلقة , يكفي إثبات أن متممتها(𝐴 ∪ 𝐴′)𝑐  تنتمي لـ ( مفتوحة𝜏  ) , 

𝑥ليكن  ∈ (𝐴 ∪ 𝐴′)𝑐 = 𝐴𝑐 ∩ (𝐴′)𝑐 

⟹ x ∈ Ac    ∧    x ∈ (A′)𝑐 

           ⇓                      ⇓ 

      x ∉ A              x ∉ A′     

xو الآن لكون  ∉ A′ : نستنتج أنه 

∃𝐵 ∈ 𝜏 ∶ 𝑥 ∈ 𝐵 ∶ 𝐵 ∩ (𝐴 ∖ {𝑥})⏟      
=𝐴∶𝑥∉𝐴

= ∅ 

⟺ ∃𝐵 ∈ 𝜏 ∶ 𝑥 ∈ 𝐵 ∶ 𝐵 ∩ 𝐴 = ∅ 

⟺ 𝐵 ⊆ 𝐴𝑐  

𝐵و لنبرهن الآن أن  ⊆ (𝐴′)𝑐 

𝑦ليكن  ∈ 𝐵 ∈ 𝜏 :ٍعندئذ 

𝐵 ∩ (𝐴 ∖ {𝑦}) ⊆ 𝐵 ∩ 𝐴 = ∅ 
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⟺ 𝐵 ∩ (𝐴 ∖ {𝑦}) = ∅  

𝑦 ∉ 𝐴′(حسب تعريف النقطة الحدية) 

⟺ B ⊆ (𝐴′)𝑐  

 سبق نجد أن نجد أن :مما 

∀𝑥 ∈ (𝐴 ∪ 𝐴′)𝑐; ∃𝐵 ∈ 𝜏 ∶ 𝑥 ∈ 𝐵 , 𝐵 ⊆ 𝐴𝑐  ∧    𝐵 ⊆ (𝐴′)𝑐 

𝐵وهذا يكافئ أن  ⊆ (𝐴𝑐 ∩ (𝐴′)𝑐) = (𝐴 ∪ 𝐴′)𝑐  و بالتالي(𝐴 ∪ 𝐴′)𝑐 ∈ 𝜏  مفتوحة( و بالتالي(

𝐴 ∪ 𝐴′  . مغلقة 

A))) لقد أثبتنا أن كل نقطة من المجموعة  ∪ A′)𝑐 )) هي داخلية فيها و بالتالي هي مفتوحة 

,𝑋)ليكن   𝜏)  و فضاء طوبولوجي𝐴 ⊆ 𝑋  ٍعندئذ𝐴̅ = 𝐴 ∪ 𝐴′  : مبرهنة

𝐴إن   ∪ 𝐴′  مجموعة مغلقة تحوي𝐴  و بما أن𝐴̅  أصغر مجموعة تحوي𝐴 البرهان : فإن

 𝐴̅ ⊆ 𝐴 ∪ 𝐴′ 

1) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝐴′ ⊆ 𝐵′ 

⟹ 𝐵 مغلقة (2 𝐵′ ⊆ 𝐵 

𝐴يكون لدينا  ⊆ 𝐴̅ و بالتالي حسب ما سبق يكون𝐴′ ⊆⏟
(1)

(𝐴̅)′ ⊆⏟
(2)

𝐴̅  لأنA̅  . مغلقة 

⟹ A∪ A′ ⊆ 𝐴̅ ⟹ 𝐴̅ = 𝐴 ∪ 𝐴′  

  نتائج :

,𝑋)ليكن  𝜏)  فضاء طوبولوجي و𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  و𝑥 ∈ 𝑋 : ٍعندئذ 

1- 𝑋̅ = 𝑋 أصغر مجموعة مغلقة تحوي(𝑋  و )∅̅ =  )أصغر مجموعة مغلقة تحوي الخالية( ∅

2-  𝐴̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ 

3- 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝐴̅ ⊆ 𝐵̅ 

4- (𝐴 ∪ 𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ 

5- 𝑥 ∈ 𝐴̅ ⟺ ∀𝐵 ∈ 𝜏 , 𝑥 ∈ 𝐵 ⟹ 𝐵 ∩ 𝐴 ≠ ∅ 

 

 سنبرهن بعض هذه الخواص :
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: 3برهان 

 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐵̅  (𝐵̅  مغلقة تحويA  و بالتالي𝐴̅ ⊆ 𝐵̅) 

: 4برهان 

 𝑥 ∈ 𝐴̅ = 𝐴 ∪ 𝐴′  

  في حال𝑥 ∈ 𝐴  (  يتم المطلوب∀𝐵 ∈ 𝜏, 𝑥 ∈ 𝐵 ; 𝐵 ∩ 𝐴 ≠ ∅) 

  في حال𝑥 ∉ 𝐴  : فإن𝑥 ∈ 𝐴′  : و أن𝐴 ∖ {𝑥} = 𝐴 : و بالتالي 

∀𝐵 ∈ 𝜏 , 𝑥 ∈ 𝐵 ; 𝐵 ∩ (𝐴 ∖ {𝑥}) ≠ ∅ 

,𝑋)ليكن  𝜏)  ًفضاء طوبولوجي و أيضا𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  بحيث تعريف )المجموعة الكثيفة في مجموعة( :
𝐴 ⊆ 𝐵  نقول عن𝐴  إنها كثيفة فيB إذا تحقق أنهB⊆ 𝐴̅   

𝐴̅إذا تحقق  Xإنها كثيفة في  𝐴و نقول عن  = 𝑋  يجب قبل التحقق من الكثافة أن تكون((𝐴 ⊆ 𝐵  ).. 

 

 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة 

نذير تيناوي–شهناز طاطيش  –عبد الرحمن البحش إعداد:  

:  مجموعة السنة الأولى
طلاب كلية العلوم قسم 

الرياضيات في جامعة دمشق 
2017 

 :مجموعة السنة الثانية 

Improve Our 
Mathematics 

 :صفحتنا على فيسبوك

IOM 
 :الرابط 

facebook.com/MathemagicTeam/ 

 فائدة ^_ ^ :

ℚ كثيفة في ℝ َّرأينا ذلك في التحليل الحقيقي إذ أن ,ℚ̅ = ℝ  لأنَّ كل مفتوحة فيℝ تحوي عدداً  غير خالية

 .ℚلا نهائياً من الأعداد العادية أي ستتقاطع مع 

)تتقاطع مع أي مجموعة مفتوحة غير غير الخالية  الكثيفة هو أنها تُلاقي أي مجموعة مفتوحة المجموعة ىمعن

 .خالية(ال
 


