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 دكتور المادة: ملك مارديني ◄

 التكاملية  تمرينات عن السطوحعنوان المحاضرة :   المحاضرة الثالثة عشر    ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 السطوح التكاملية . بدأت محاضرتنا مع تمارين عن-1

 السطوح التكاملية المتعامدة مع مجموعة سطوح معطاة.-2

 تمرين عن الفقرة السابقة.-3

𝑦𝑝   أوجد السطح التكاملي للمعادلة :  − 𝑥𝑞 = مثال والمار بالمنحنيين المعينين بالمعادلتين 0

𝑥2 − 𝑧2 = 1     & 𝑦 = 0 

𝑦𝑝إيجاد الحل العام لهذه المعادلة  لقد درسنا في المحاضرة السابقة :  − 𝑥𝑞 = الحل وقد كان   0

𝐹(𝐶1, 𝐶2) = 0 → 𝐹 (𝑧,
𝑥2 + 𝑦2

2
) = 0 ∶ 𝐶1 = 𝑧  && 𝐶2 =

𝑥2 + 𝑦2

2
 

 ولدينا في هذه المسألة :

𝑥2 − 𝑧2 = 1……(1) && 𝑦 = 0…… (2) && 𝐶1 = 𝑧……(3) 

𝐶2
′ =

𝑥2 + 𝑦2

2
→ 2𝐶2

′ = 𝑥2 + 𝑦2 && 𝐶2 = 𝑥
2 + 𝑦2 → 𝐶2 = 2𝐶2

′ …(4) 

𝑥2( فيكون : 4( في )2نعوض ) = 𝐶2 ( ومنه:1( في )3نعوض ) 

𝑥2 − 𝐶1
2 = 1 → 𝑥2 = 1 + 𝐶1

2
𝑥2=𝐶2 ومنه كون 
⇒         𝐶2 = 1 + 𝐶1

2 

,𝐶1والآن نعوض كل من   𝐶2 : بما يساويه نجد 

 2المعادلات التف اضلية  
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𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑧2 → 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1 

 وبة .وهي معادلة السطح التكاملي المطل

تمرين:  أوجد السطح التكاملي للمعادلة التفاضلية المعطاة كما يلي:

(2𝑥 − 𝑦 − 𝑧)𝑝 + (2𝑦 − 𝑥 − 𝑧)𝑞 = 2𝑧 − 𝑥 − 𝑦 

𝑦 والمار بالمستقيمان :    = 𝑘   &&    𝑥 = 0 

الحل نكتب الجملة الملحقة : : 

𝑑𝑥

𝑃
=
𝑑𝑦

𝑄
=
𝑑𝑧

𝑅
→

𝑑𝑥

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧
=

𝑑𝑦

2𝑦 − 𝑥 − 𝑧
=

𝑑𝑧

2𝑧 − 𝑥 − 𝑦
  

وبالتالي  حسب خواص التناسب
⇒               

𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑑𝑧

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 2𝑦 − 𝑥 − 𝑧 + 2𝑧 − 𝑥 − 𝑦
=
𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑑𝑧

0
 

→ 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑑𝑧 = 0
بالمكاملة
⇒    𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝐶1 

−الثالثةنلاحظ أن :   الثانية = الثانية −  وبالتالي:  النسبة الأولى

𝑑𝑥 − 𝑑𝑦

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 − 2𝑦 + 𝑥 + 𝑧
=

𝑑𝑦 − 𝑑𝑧

2𝑦 − 𝑥 − 𝑧 − 2𝑧 + 𝑥 + 𝑦
 

𝑑𝑥 − 𝑑𝑦

3𝑥 − 3𝑦
=
𝑑𝑦 − 𝑑𝑧

3𝑦 − 3𝑧
 
نضر  الطرفين ب 3
⇒         

𝑑(𝑥 − 𝑦)

𝑥 − 𝑦
=
𝑑(𝑦 − 𝑧)

𝑦 − 𝑧
  

بالمكاملة
⇒    

ln(𝑥 − 𝑦) = ln(𝑦 − 𝑧) + ln(𝐶2) → ln(𝑥 − 𝑦) = ln(𝐶2(𝑦 − 𝑧)) → 

𝑥 − 𝑦 = 𝐶2(𝑦 − 𝑧) → 𝐶2 =
𝑥 − 𝑦

𝑦 − 𝑧
 
أصبح لدينا  المعادلات
⇒           𝑥 = 0………(1) 

 && 𝑦 = 𝑘……(2) && 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝐶1……(3) &&
𝑥 − 𝑦

𝑦 − 𝑧
= 𝐶2……(4)  

 ولدينا السطح التكاملي:



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Facebook_Group : Improve Our Mathematics          Facebook_Page : IOM               Web:www.syriamath.net 
 

3 

𝐹(𝑢, 𝑣) = 0 → 𝐹(𝐶1, 𝐶2) = 0 → 𝐹 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧,
𝑥 − 𝑦

𝑦 − 𝑧
) = 0 

𝐶1( ومنه:3( في )2( و)1من المعادلات الأربعة نعوض ) = 𝑧 + 𝑘 → 𝑧 = 𝐶1 − 𝑘 

  ( ومنه:4( في )2( و)1نعوض )

𝐶2 = −
𝑘

𝑘 − 𝐶1 + 𝑘
= −

𝑘

2𝑘 − 𝐶1
=
𝑘 − 𝑦

𝑦 − 𝑧
∶ 𝐶1 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 لدينا 

𝑘 − 𝑦

𝑦 − 𝑧
= −

𝑘

2𝑘 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑧

𝑘=𝑦 ولكن
⇒     

𝒙 − 𝒚

𝒚 − 𝒛
= −

𝒚

𝒚 − 𝒙 − 𝒛
 

 وهي معادلة السطح التكاملي المطلوبة .

تمرين  أوجد السطوح التكاملية للمعادلة :: 

(1 + √𝑧 − 𝑥 − 𝑦)𝑝 + 𝑞 = 2 

 نكتب الجملة الملحقة :

𝑑𝑥

1 + √𝑧 − 𝑥 − 𝑦
=
𝑑𝑦

1
=
𝑑𝑧

2
 

( نجد : 3( و )2من )
𝑑𝑦

1
=
𝑑𝑧

2
→ 2𝑑𝑦 = 𝑑𝑧 → 2𝑑𝑦 − 𝑑𝑧 = 0 

بالمكاملة
⇒   2𝑦 − 𝑧 = 𝐶1 

 أي )البسط والمقام( ونجمعهم ومنه: (1−)ب   𝑑𝑦و  (1−)ب  𝑑𝑥نضرب 

−𝑑𝑥 − 𝑑𝑦 + 𝑑𝑧

− 1 − √𝑧 − 𝑥 − 𝑦 − 1 + 2
=
−𝑑𝑥 − 𝑑𝑦 + 𝑑𝑧

−√𝑧 − 𝑥 − 𝑦
=
𝑑𝑦

1
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= −
𝑑(𝑧 − 𝑥 − 𝑦)

√𝑧 − 𝑥 − 𝑦
= 𝑑𝑦 

بالمكاملة(حيث أن البسط هو مشتق مضمون الجذر)
⇒                         −2√𝑧 − 𝑥 − 𝑦

= 𝑦 + 𝐶2 → 𝐶2 = −2√𝑧 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑦 

 والسطوح التكاملية هي :

𝐹(𝐶1, 𝐶2) = 0 → 𝑭(𝟐𝒚 − 𝒛,−𝟐√𝒛 − 𝒙 − 𝒚 − 𝒚) = 𝟎  

تمرين ( :سؤال دورةأوجد السطح التكاملي للمعادلة التفاضلية الجزئية التالية): 

𝑥(𝑦2 + 𝑧)𝑝 − 𝑦(𝑥2 + 𝑧)𝑞 = (𝑥2 + 𝑦2)𝑧 

 والمار بالمنحنيين المعينين بالمعادلتين التاليتين:

𝑥 + 𝑦 = 0     &&     𝑧 = 1 

الحل نكتب الجملة الملحقة ومنه ::  

𝑑𝑥

𝑃
=
𝑑𝑦

𝑄
=
𝑑𝑧

𝑅
→

𝑑𝑥

𝑥(𝑦2 + 𝑧)
=

𝑑𝑦

−𝑦(𝑥2 + 𝑧)
=

𝑑𝑧

𝑧(𝑥2 − 𝑦2)
 

 ومنه: 𝑥والثانية ب   𝑦نضرب الأولى ب 

𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝑥𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧 − 𝑦𝑥3 − 𝑥𝑦𝑧
=

𝑑𝑧

(𝑥2 − 𝑦2)𝑧
 
نخرج 𝑦𝑥 عامل مشترك من المقام
⇒                 

𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝑦𝑥(𝑦2 + 𝑧 − 𝑥2 − 𝑧)
=

𝑑𝑧

(𝑥2 − 𝑦2)𝑧
→
𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝑦𝑥(𝑦2 − 𝑥2)
=

𝑑𝑧

(𝑥2 − 𝑦2)𝑧
 

𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝑦𝑥(𝑦2 − 𝑥2)
= −

𝑑𝑧

(𝑦2 − 𝑥2)𝑧
→
𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝑦𝑥
= −

𝑑𝑧

𝑧
……… (#) 

𝑑(𝑥𝑦)نعلم أن )#( هي    = 𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥  وبالتالي
𝑑(𝑥𝑦)

𝑦𝑥
= −

𝑑𝑧

𝑧
 بالمكاملة: 
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ln|𝑥𝑦| = − ln|𝑧| + ln(𝐶1) → ln(𝑥. 𝑦) = ln (
1

𝑧
) + 𝑙𝑛𝐶1

وحسب خواص اللوغاريتم
⇒             

𝑥𝑦 =
𝐶1
𝑧
→ 𝒙. 𝒚. 𝒛 = 𝑪𝟏 

 ( منهما:3ونطرح ) 𝑦والثانية ب  𝑥( ب 1الآن نضرب النسبة )

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 − 𝑑𝑧

𝑥2(𝑦2 + 𝑧) − 𝑦2(𝑥2 + 𝑧2) − (𝑥2 − 𝑦2)𝑧
=
𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 − 𝑑𝑧

0
→ 

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 − 𝑑𝑧 = 0 
نكامل
⇒ 
𝑥2

2
+
𝑦2

2
− 𝑧 = 𝐶2

′
2ب نضرب الطرفين 
⇒           

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑧 = 𝐶2
′ ∶   𝐶2 = 2𝐶2

′   

 وبالتالي تكون معادلة السطوح التكاملية هي :

𝐹(𝐶1, 𝐶2) = 0 → 𝑭(𝒙. 𝒚. 𝒛, 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒛) = 𝟎  

 ولإيجاد السطح التكاملي المار بالمنحنيين: لدينا أولاا 

𝑥 + 𝑦 = 0…… . . (2)  &&&   𝑧 = 0 

.𝑥ولدينا أيضاا:     𝑦. 𝑧 = 𝐶1………(3)  &&        𝑥
2 + 𝑦2 − 2𝑧 = 𝐶2………(4) 

𝑧لنأخذ المعادلات الوسيطية للمنحني  = 𝒙وهي   1 = 𝒕  && 𝒚 = −𝒕 ( 3نعوض في) 

𝑪𝟏 = −𝒕
𝟐  
نعوض المعادلات الوسيطية في(𝟒)
⇒                  𝑡2 + 𝑡2 − 2 = 𝐶2 → 𝐶2 = 2𝑡

2 − 2 

𝑪𝟐 = −𝟐𝑪𝟏 − 𝟐 

,𝐶1والآن نعوض كل من  𝐶2 :بما يساويان ومنه 

−𝟐𝒙. 𝒚. 𝒛 − 𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒛 ∶  وهي معادلة السطح المطلوب
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تمارين تترك للقارئ :  أوجد الحل العام )السطوح التكاملية( للمعادلات الآتية :

1) 𝑦. 𝑧𝑝 − 𝑥𝑧𝑞 = 𝑒𝑧             2) (𝑦 − 𝑧2)𝑝 + 𝑥𝑧 = 𝑥𝑦 

3) (sin2 𝑥)𝑝 + (tan 𝑧)𝑞 = cos2 𝑧      4)(𝑦 + 𝑧)𝑝 + (𝑥 + 𝑧)𝑞 = 𝑥 − 𝑦 

5) 2(𝑦 − 𝑥) + 2𝑝(𝑦 + 𝑧) − 2𝑞(𝑥 + 𝑧) = 0    6)𝑥2𝑝 + 𝑦2𝑞 = (𝑥 + 𝑦)𝑧   

 السطوح التكاملية المتعامدة مع مجموعة سطوح معطاة:

 لنفرض أنه لدينا مجموعة من السطوح التابعة لوسيط ما معطاة بالعلاقة :

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶 ……… (1) 

سطوحاا مولدة بالمنحنيات التكاملية للجملة الملحقة ( تكون 1عندئذ إن السطوح المتعامدة مع هذه السطوح )

 التي هي :

𝑑𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑥

=
𝑑𝑦

𝜕𝜑
𝜕𝑦

=
𝑑𝑧

𝜕𝜑
𝜕𝑧
 
 

أوجد السطوح المتعامدة مع مجموعة السطوح المولدة بالمنحنيات التكاملية للجملة التفاضلية الملحقة   مثال:

 التالية:

𝑧(𝑥 + 𝑦) = 𝐶(3𝑧 + 1) 

𝑥2والمار بالدائرة المعينة بالمعادلتين :    + 𝑦2 = 1  &&  𝑧 = 1 

الحل ومن ثم نأخذ الجملة الملحقة: 𝐶في البداية سوف نقوم بعزل : 

𝐶 =
𝑧(𝑥 + 𝑦)

3𝑧 + 1
= 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
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 وبالتالي السطوح المتعامدة لمجموعة السطوح التي نحصل عليها من الجملة الملحقة التالية:

𝑑𝑥

𝜕𝜑
𝜕𝑥

=
𝑑𝑦

𝜕𝜑
𝜕𝑦

=
𝑑𝑧

𝜕𝜑
𝜕𝑧
 
 

→
𝑑𝑥
𝑧

3𝑧 + 1

=
𝑑𝑦
𝑧

3𝑧 + 1

=
𝑑𝑧

(𝑥 + 𝑦)(3𝑧 + 1) − 3𝑧(𝑥 + 𝑦)
(3𝑧 + 1)2

 

 

 

=
(3𝑧+1)𝑑𝑥

𝑧
=
(3𝑧+1)𝑑𝑦

𝑧
=

(3𝑧+1)2𝑑𝑧

(𝑥+𝑦)(3𝑧+1−3𝑧)

(3𝑧+1)2نقسم على
⇒           

𝑑𝑥

𝑧(3𝑧 + 1)
=

𝑑𝑦

𝑧(3𝑧 + 1)
=

𝑑𝑧

𝑥 + 𝑦
  

 

𝑑𝑥( لدينا  2( و)1)من النسبتين  = 𝑑𝑦 : ومنه بالمكاملة 

𝑥 = 𝑦 + 𝐶1 → 𝒙 − 𝒚 = 𝑪𝟏  

𝑧(3𝑧−والثالثة ب  𝑦والثانية ب  𝑥( ب 1الآن نضرب ) +  ومنه: (1

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 − 𝑧(3𝑧 + 1)𝑑𝑧

(3𝑥𝑧2 + 𝑥𝑧) + (3𝑦𝑧2 + 𝑦𝑧) − 3𝑥𝑧2 − 𝑥𝑧 − 3𝑦𝑧2 − 𝑦𝑧

=
𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 − 𝑧(3𝑧 + 1)

0
 

وبالتالي
⇒   𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 + (−3𝑧2 − 𝑧)𝑑𝑧 = 0  

 هنا طبقنا مشتق كسر

1 2 3 
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بالمكاملة
⇒   

𝑥2

2
+
𝑦2

2
− 𝑧3 −

𝑧2

2
= 𝐶2

′
نضرب ب(2)
⇒       𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑧3 − 𝑧2 = 𝐶2  ∶ 𝐶2 = 2𝐶2

′ 

 ومنه السطوح التكاملية:

𝐹(𝐶1, 𝐶2) = 0 → 𝑭(𝒙 − 𝒚, 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒛𝟑 − 𝒛𝟐) = 𝟎  

 لإيجاد معادلة السطح المار بالدائرة :

𝑥2 + 𝑦2 = 1……(1)  &&   𝑧 = 1…… . . (2) 

𝐶2لدينا أيضاا :    = 𝑥
2 + 𝑦2 − 2𝑧3 − 𝑧2………(3) (3( في )2(و)1ومنه نعوض:) 

𝐶2 = 1 − 2(1) − (1) = −2 → −2 = 𝑥
2 + 𝑦2 − 2𝑧3 − 𝑧2 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒛𝟑 − 𝒛𝟐 + 𝟐 = 𝟎 ∶   وهي معادلة السطح المطلوبة  

 انتهت المحاضرة 

 مهيار طعمه – فادي الشريطي –محمد شهلا إعداد:   

:  مجموعة السنة الأولى
طلاب كلية العلوم قسم 

الرياضيات في جامعة دمشق 
2017 

 :مجموعة السنة الثانية 
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