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  أحمد هابيلدكتور المادة:  ◄

  تمارين و تطبيقاتعنوان المحاضرة :                                رابعة )الأخيرة(لاالمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 تكافئ مسافتينمبرهنة عن -1

 مثال عن فضاء متري غير تام-2

 تمارين -3

,𝑑1مجموعة غير خالية و  𝐗لتكن  𝑑2  مسافتين على𝐗  و لنسمي𝜏1 = 𝜏𝑑1  , 𝜏 = 𝜏𝑑  ٍعندئذ , تمرين : 

,αأثبت أنه إذا وجد عددان  β > ,𝛼 𝑑1(𝑥بحيث يكون  0 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛽𝑑1(𝑥, 𝑦) فإن 

 𝑑1  و𝑑  أن  )أي متكاففئتان𝜏1 = 𝜏 ) 

البرهان : بداية لاحظ أن : 

∀𝑎 ∈ 𝑋 , 𝑟 > 0 ; {

𝑁𝑑(𝑎, 𝛼𝑟) ⊆ 𝑁𝑑1(𝑎, 𝑟)

𝑁𝑑1 (𝑎,
𝑟

𝛽
) ⊆ 𝑁𝑑(𝑎, 𝑟)

 

𝑥 ∈ 𝑁𝑑(𝑎, 𝛼𝑟) ⟹ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝛼𝑟 

⟹ 𝑑1(𝑥, 𝑎) ≤
1

𝛼
𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟 

⟹ 𝑑1(𝑥, 𝑎) < 𝑟 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑁𝑑1(𝑎, 𝑟) 

𝑥 ∈ 𝑁𝑑1 (𝑎,
𝑟

𝛽
) ⟹ 𝑑1(𝑥, 𝑎) <

𝑟

𝛽
 

⟹ 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝛽𝑑1(𝑥, 𝑎) < 𝑟 

⟹ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑁𝑑(𝑎, 𝑟) 

,𝑋)مجموعة مفتوحة في  𝜃لتكن  𝑑1)  و لتكن𝑎 ∈ 𝜃 : فإنه 

∃𝑟 > 0 ∶ 𝑁𝑑1(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝜃 
⟹ Nd(𝑎, 𝛼𝑟) ⊆ 𝑁𝑑1(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝜃 

 1الطوبولوجيا  
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∃𝛼𝑟 > 0 ∶ 𝑁𝑑(𝑎, 𝛼𝑟) ⊆ 𝜃 
,𝑋)مفتوحة في  𝜃إذاً  𝑑)  

 و بالعكس :◄

𝜃  مجموعة مفتوحة في(𝑋, 𝑑)  و لتكن𝑎 ∈ 𝜃 : فإنه 

∃𝑟 > 0 ∶ 𝑁𝑑(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝜃 
 

∃
𝑟

𝛽
> 0 ∶ 𝑁𝑑1 (𝑎,

𝑟

𝛽
) ⊆ 𝜃 

,𝑋)مفتوحة في  𝜃إذاً  𝑑1)   

𝜃مما سبق نجد أن  ∈ 𝜏 ⟺ 𝜃 ∈ 𝜏1  أي𝜏 = 𝜏1 . فالمسافتان متكافئتان 

تذكر : نقول عن فضاء متري إنه تام إذا كانت كل متتالية كوشية فيه متقاربة 

 و سنأخذ الآن مثالاً عن فضاء متري غير تام:

 مثال:

,𝑑(𝑥تابع ال ℝلنعرف على  𝑦) = |
𝑥

1+|𝑥|
−

𝑦

1+|𝑦|
 {n}بين أن المتتالية ثم  ℝثبت أنه مسافة على أ , |

,ℝ)كوشية إلا أنها غير متقاربة في  𝑑) . 

 الحل : 

 تابع مسافة لأن : dإن 

1- 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 
2- 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ |

𝑥

1+|𝑥|
−

𝑦

1+|𝑦|
| = 0 ⟺ |

𝑥

1+|𝑥|
| = |

𝑦

1+|𝑦|
| 

⟺ 𝑥 + |𝑥||𝑦| = 𝑦 + |𝑦||𝑥| ⟺ 𝑥 = 𝑦 
,𝑑(𝑥واضج أن  -3 𝑦0 = 𝑑(𝑦, 𝑥) 
,𝑥ليكن   -4 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 :ٍعندئذ 
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𝑑(𝑥, 𝑧) = |
𝑥

1 + |𝑥|
−

𝑧

1 + |𝑧|
| 

= |(
𝑥

1 + |𝑥|
−

𝑦

1 + |𝑦|
) + (

𝑦

1 + |𝑦|
−

𝑧

1 + |𝑧|
)| 

≤ |
𝑥

1 + |𝑥|
−

𝑦

1 + |𝑦|
| + |

𝑦

1 + |𝑦|
−

𝑧

1 + |𝑧|
| = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

 فهي مسافة, 

 كوشية , يجب أن نثبت أنه : {𝑛}من أجل إثبات أن المتتالية ۞

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑛,𝑚 > 𝑛0 ∶ 𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 

𝜀ليكن  > 𝑛0و ليكن  0 >
2

𝜀
 فنلاحظ أن : 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = |
𝑛

1 + |𝑛|
−

𝑚

1 + |𝑚|
| = |

𝑛 + 1 − 1

1 + |𝑛|
−
𝑚 + 1 − 1

1 + 𝑚
| 

 بالتفريق و الاختصار :

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) =
1

𝑚 + 1
+

1

𝑛 + 1
<
1

𝑚
+
1

𝑛
≤
1

𝑛0
+
1

𝑛0
=
2

𝑛0
< 𝜀 

 متقاربة بسبب ما يلي : غير, إلا أنها  و بالتالي هي متتالية كوشي

𝑎لنفرض أنها متقاربة من  ∈ 𝑅  عندئذٍ: نعلم أن هذا يكافئ أن𝑑(𝑥𝑛, 𝑎)
𝑛→∞
 : أخرىمن جهة ,  0   →

𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) = |
𝑛

1 + 𝑛
−

𝑎

1 + |𝑎|
|
𝑛→∞
→   |1 −

𝑎

1 + |𝑎|
| … (∗) 

 و بالتالي :

|1 −
𝑎

1 + |𝑎|
| = 0 ⟺ 1 =

a

1 + |𝑎|
⟺ 1 + |𝑎| = 𝑎 

𝑎)كون ينتج و   ≥ 0 ):1 + 𝑎 = 𝑎   1و منه =  )مستحيل( 0

,𝑹)وبالتالي الفضاء  متباعدةفالمتتالية  𝒅) .غير تام 

x|و دالة المسافة المألوفة  𝑹تنويه : في الفضاء  − y| فإن الفضاء هنا تام  
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,𝑋)ليكن   𝑑)  فضاء متري و𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 : المث أثبت أن:

1- 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐵)  
2- 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅⟹ 𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵)  
3- 𝛿(𝐴) = 𝛿(𝐴̅) 

𝛿(A)تذكر : ¶ = sup{𝑑(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴}  هو قطر المجموعة. 

 الحل : 

𝐴بفرض أن   ⊆ 𝐵  و ليكن𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  ٍعندئذ𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵  و بالتالي𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛿(𝐵)  ًو ذلك أيا

,𝑥كان  𝑦 ∈ 𝐴  و بالتالي𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐵)  أصغر حد أعلى(sup) 
𝐴لنفرض   ∩ 𝐵 ≠ 𝑤عندئذٍ يوجد  ∅ ∈ 𝐴 ∩ 𝐵  و ليكن𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 : 

1- 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  و بالتالي𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵) 

2- 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵  و بالتالي𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛿(𝐵) ≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵) 

3- 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵  : ٍعندئذ𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑤)⏟    
𝑥,𝑤∈𝐴

+ 𝑑(𝑤, 𝑦)⏟    
𝑤,𝑦∈𝐵

≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵)  

 و بالتالي نجد أنه :

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵) 
𝛿(𝐴)إذاً العدد  + 𝛿(𝐵)  حد أعلى للمسافات𝑑(𝑥, 𝑦)   حيث𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 و لما كان , 

𝛿(𝐴 ∪ 𝐵)  أصغر حد أعلى للمسافات السابقة ينتج مباشرةً أن𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ 𝛿(𝐴) + 𝛿(𝐵) 

𝐴بما أن   ⊆ 𝐴̅  فإن𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐴̅)  الآن أنسنثبت و 𝛿(𝐴̅) ≤ 𝛿(𝐴) : 

𝜀فإنه لكل :  supمن تعريف الـ  > ,𝑥يوجد  0 𝑦 ∈ 𝐴̅ بحيث𝛿(𝐴̅) −
ε

2
< 𝑑(𝑥, 𝑦)…(1) 

,𝑥من جهة أخرى فإنه إذا كان  𝑦 ∈ 𝐴̅  فإنه توجد متتاليتين𝑥𝑛, 𝑦𝑛 : بحيث 

𝐴 ∋ 𝑥𝑛 → 𝑥 

𝐴 ∋ 𝑦𝑛 → 𝑦 
∅ و لاحظ أن ≠ 𝐴 ∩ 𝑁 (𝑥,

1

𝑛
) ∋ 𝑥𝑛  و هذا يعني أن𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <

1

𝑛
→  و بالتالي : 0

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ 𝑛 ≥ 𝑛0⟹ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

4
 

 : (𝟏)بالعودة إلى 

𝛿(𝐴̅) −
ε

2
< 𝑑(𝑥, 𝑦) 

≤ d(𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑦) <
𝜀

4
+ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) +

𝜀

4
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⟹ 𝛿(𝐴̅) −
ε

2
<
𝜀

2
+ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) <

𝜀

2
+ 𝛿(𝐴) ⟹ 𝛿(𝐴̅) < ε + 𝛿(𝐴) 

⟺ 𝛿(𝐴̅) ≤ 𝛿(𝐴) 

𝛿(𝐴̅)مما سبق نجد أن  = 𝛿(𝐴) 

𝑋ليكن   = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  و𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}}  أنو (𝑋, 𝜏)  تمرين : فضاء طوبولوجي

̅̅{𝑎}أوجد  ̅̅ , {𝑏}̅̅ ̅̅ , {𝑐}̅̅ ̅̅ , {𝑏, 𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝐴و تحقق أن  ̅ ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊊ 𝐴̅ ∩ 𝐵̅  و أن𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝐴̅ ∪ 𝐵̅ 

,𝑋إن المغلقات في هذا الفضاء هي   ∅, {𝑏, 𝑐}, {𝑐}  : الحل : و بالتالي يكون

{𝑏, 𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑏, 𝑐}     , {𝑐}̅̅ ̅̅ = {𝑐} 
 )المجموعة المغلقة تساوي لصاقتها( 

̅̅{𝑏}فهي أصغر مغلقة تحويها أو بمعنى أنها  {b}أما لصاقة  ̅̅ = 𝑋 ∩ {𝑏, 𝑐} = {𝑏, 𝑐} 

̅̅{𝑎}و بالتالي  𝑋هي  {a}أما المغلقة الوحيدة التي تحوي  ̅̅ = 𝑋 

  لاحظ أن{𝑏}̅̅ ̅̅ ∪ {𝑐}̅̅ ̅̅ = {𝑏, 𝑐} ∪ {𝑐} = {𝑏, 𝑐} = {𝑏, 𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑏} ∪ {𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
  و أيضاً لاحظ أن{𝑏} ∩ {𝑐} = {𝑏}و بالتالي  ∅ ∩ {𝑐}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∅̅ = ∅ ⊊ {𝑏}̅̅ ̅̅ ∩ {𝑐}̅̅ ̅̅ = {𝑐} 

 وب .لو هو المط

  انتهى المقرر... نرجو أن نكون قد وفقنا في تقديم المحتوى العلمي لهذا المقرر بجودة عالية و بشرح كافٍ 

 و ندعو لكل زملائنا بالتوفيق و النجاح و نتمنى لكم امتحاناً موفقاً و مثمراً 

 نذير تيناوي– طاطيششهناز  –عبد الرحمن البحشإعداد:

 من كادر سيريا ماث 

 كل عام و أنتم بخير 


