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 ( :2016-2015أسئلة الدورة التكميلية )

 :   درجة( 40)السؤال الأول

بين أن كل نظيم مولد من جداء داخلي يحقق مساواة متوازي الأضلاع , ثم أعط مثالاً على دالة نظيم لا تولد من  -1

 دالة جداء داخلي

:fلتكن  -2 S ⊆ ℝn → ℝ   وg: T ⊆ ℝn → ℝ  ولتكن ,x0  نقطة حدية لـS ∩ T , 

lim
x→x0

f(x) =A               ,            lim
x→x0

g(x) =B         فإذا كان 

lim
x→x0

(f + g)(x) = A + B             ∶  عندئذ

 :  درجة( 60)السؤال الثاني

,f(xالمعرفة بالشكل  fاكتب الحدود الثلاثة الأولى من منشور الدالة  -1 y) = exsiny لور في و فق متسلسلة تاي

,1)جوار النقطة 
π

2
). 

 للدالة الحقيقية المعرفة بالشكل :  (0,0)ادرس قابلية الاشتقاق في النقطة  -2

f(x, y) = {

log(1 + x2y2)

x2 + y2
  ∶ (x, y) ≠ (0,0)

0                    ∶ (x, y) = (0,0)

 

ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة الحقيقية  -3
2

 :  و المحددة بالدستور 

f(x, y) = exy 

 أوجد النقاط الحرجة لهذه الدالة و ادرس امكان كون كل منها نقطة قصوى نسبية للدالة المعطاة 

  انتهت الأسئلة 

 مع تمنياتي بالنجاح والتوفيق        أ. هدى الشماط

 

 

 

 

 4التحليل        
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 ( :2016-2015حل أسئلة الدورة التكميلية )

 السؤال الأول :  

جداء داخلي يحقق مساواة متوازي الأضلاع , ثم أعط مثالاً على دالة بين أن كل نظيم مولد من -1 

 نظيم لا تولد من دالة جداء داخلي .

 الحل : 

 كل نظيم مولد من جداء داخلي  يحقق المساواة التالية )مساواة متوازي الأضلاع(

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)  

 برهان هذه المساواة :

 ‖x + y‖2 =< x + y, x + y >=< x, x > +2 < x, y > +< y, y > 

‖x − y‖2 =< x − y, x − y > =< x, x > −2 < x, y > +< y, y >  

⇒ ‖x + y‖2 + ||x − y||2 = 2 < x, x > +2 < y, y >  

.‖فضاء متجهي ولنعرف الدالة     R2مثال معاكس  : ليكن   ‖: R2    → R 

x → ‖x‖ =  |x1| + |x2|  

x = (x1, x2) ∈ R
2  

 فنجد أنها دالة نظيم بسبب ما يلي :

∀x, y ∈ ℝ2, ∀α ∈ ℝ 

1) |xi| ≥ 0, i = 1,2 ⇒ |x1| + |x2| ≥ 0 ⟹ ||x|| ≥ 0               

,|x1|أي الأعداد  x)بما أن القيمة المطلقة لكل مركبات العنصر  |x2|, … , |xn|  ها حتماً فإن مجموع غير سالبة هي

 سيكون غير سالب (

2) ‖x‖ = 0 ⇔ |x1| + |x2| = 0 

 ساوي الصفر(يهذه المقادير من ر إذاً كل )مجموع مقادير موجبة يساوي الصف

⇔ |xi| = 0  , (i = 1,2)  ⇔ xi = 0, (i = 1,2) 

⇔ x1 = 0, x2 = 0 ⇔ x = (0,0) = 0ℝ2 

3)‖αx‖ = |αx1| + |αx2| = |α||x1| + |α||x2| = |α|(|x1| + |x2|) = |α|. ‖x‖          

4)‖x + y‖ = |x1 + y1| + |x2 + y2| ≤ |x1| + |y1| + |x2| + |y2| = ||x|| + ||y|| 

x‖نستنتج   + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ⇐ 

.‖حقّق الشروط الأربعة إذاً   دالة نظيم ‖



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

  

ebook_Page : IOM               Web:www.syriamath.netFacebook_Group : Improve Our Mathematics          Fac 
 

3 

 : ًو لكن لنأخذ مثلا 

x = (1,1), y = (1,−1) ∈ ℝ2  

‖x‖ =   ‖(1,1)‖   = 1 + 1 = 2 ⇒ ‖x‖2 = 4  

‖y‖ = ‖(1,−1)‖ = 1 + 1 = 2 ⇒ ‖y‖2 = 4  

‖x + y‖ = ‖(2,0)‖ = 2 ⇒ ‖x + y‖2 = 4  

‖x − y‖ = ‖(0,+2)‖ = 2 ⇒ ‖x − y‖2 = 4   

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 8  ,   2[‖x‖2 + ‖y‖2] = 2[8] = 16  

                              8 ≠ 16 

 فهي لم تحقق مساواة متوازي الأضلاع و  بالتالي لا تولد من جداء داخلي .

:fلتكن -2  S ⊆ ℝn → ℝ   وg: T ⊆ ℝn → ℝ  ولتكن ,x0  نقطة حدية لـS ∩ T , 

lim
x→x0

f(x) =A               ,            lim
x→x0

g(x) =B         فإذا كان 

lim
x→x0

(f + g)(x) = A + B             ∶  عندئذ

 :الحل 

 حسب الفرضيات يمكن أن نكتب:

∀ε > 0,
ε

2
> 0, ∃δ1 > 0:   0 < ||x − x0|| < δ1 ⇒ |f(x) − A| <

ε

2
 

                                    ⇔ lim
x→x0

f(x) = A 

∀ε > 0,
ε

2
> 0, ∃δ2 > 0:   0 < ||x − x0|| < δ2 ⇒ |g(x) − B| <

ε

2
 

                                    ⇔ lim
x→x0

g(x) = B 

 بالاستفادة من المتراجحتين السابقتين:

|f(x) − A + g(x) − B| ≤ |f(x) − A| + |g(x) − B| <
ε

2
+
ε

2
= ε 

⇒ |f(x) − A + g(x) − B| < ε                    
∀ ε > 0, ∃δ = min(δ1, δ2) > 0 , 0 < ‖x − x0‖ < δ 
         ⇒ |(f + g)(x) − (A + B)| < ε 
         ⇒ lim

x→x0
(f + g)(x) = A + B   
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 السؤال الثاني : 

,f xالمعرفة بالشكل  fاكتب الحدود الثلاثة الأولى من منشور الدالة -1  y = exsiny  و فق متسلسلة تايلور في

,1)جوار النقطة 
π

2
). 

 الحل :

 لدينا    

f (1,
π

2
) = e 

fx (x, y) = e
xsiny   ⇒ fx  (1,

π

2
) = e 

fxx(x, y) = e
xsiny ⇒ fxx (1,

π

2
) = e 

fxy(x, y) = cos y e
x ⇒ fxy (1,

π

2
) = 0 

fy (x, y) = cos y e
x ⇒ fy (1,

π

2
) = 0 

fyy(x, y) = −sin y e
x ⇒ fyy (1,

π

2
) = −e 

fyx(x, y) = cos y e
x ⇒ fyx (1,

π

2
) = 0 

Rmمن جميع المراتب موجودة كما أن  fالجزئية لـ نلاحظ أن المشتقات 
m→∞
→   0 

 f( x⏟
a+h

, y⏟
b+k

) − f (1,
π

2
) = ∑

1

n!
(h
∂

∂x
+ k

∂

∂y
)
n

f (1,
π

2
)

2

n=1

 

exsinx − e =
1

1!
[(x − 1)e + (y −

π

2
) 0] +

1

2!
[(x − 1)2e + (y −

π

2
) (−e)] 

x                حيث: = a + h ⇒ h = x − 1,     y = b + k ⇒ k = y −
π

2
 

,a)لأن  b) = (1,
π

2
)    

exsinx − e = (x − 1)e +
e

2
((x − 1)2 − (y −

π

2
)
2

) 

⇒ exsinx = ex + e
(x − 1)2

2
− e (y −

π

2
)
2

 

 للدالة الحقيقية المعرفة بالشكل :  (0,0)ادرس قابلية الاشتقاق في النقطة -2 

f x, y =  

log 1 + x2y2 

x2 + y2
  ∶  x, y ≠ (0,0)

0                    ∶  x, y = (0,0)

 

 الحل :
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fx(0,0) = lim
h→0

f(h, 0) − f(0,0)

h
= lim
h→0

(0 − 0)

h
= 0 

fy(0,0) = lim
h→0

f(0, h) − f(0,0)

h
= lim
h→0

(0 − 0)

h
= 0  

f(h + 0, k + 0) − f(0,0) = hfx + kfy + μ√h
2 + k2 

⇒
log(1 + h2k2)

h2 + k2
= μ√h2 + k2 

⇒ μ =
log(1 + h2k2)

(h + k2)
3
2

 

log(1إن المتراجحة  + t) ≤ t  محققة حيثt ≥ وستفيدنا في الحل, وصحتها تُبرهن بالاعتماد على نظريةالقيمة  0

 الوسطى التي تنصّ: إذا كان التابع

φ: [a, b] → ℝ 

,a]مستمرّاً على  b] وقابلاً للاشتقاق على ,]a, b[ :ّفإن 

∃c ∈]a, b[;   φ(b) − φ(a) = (b − a)φ′(c) 

φ(x)إذاً بوضع  = log(1 + x)  0]مستمر على المجال, t]  0[واشتقاقي على, t[  حيثt > 0, 

aو  = 0, b = t  حسب نظرية القيمة الوسطى نجد أن: يوجدc  0بحيث < c < t :وتحقق 

                log(1 + t) − log(1 + 0) = (1 + t − 1)φ′(c) = t.
1

1+c
=

t

1+c
 

 

⇒ log(1 + t) =
t

1 + c
≤ t 

h2k2)وباعتبار  حسب التعريف: 0نحو  ηوهي المتراجحة المطلوبة, الآن لندرس سعي  = t) 

|
log(1 + h2k2)

(h2 + k2)
3
2

− 0| ≤
h2k2

(h2 + k2)
3
2

≤
(h2 + k2). (h2 + k2)

(h2 + k2)
3
2

= √(h2 + k2) < δ 

δموجبة عدد  εإذاً يقابل كل  = ε >  بحيث: 0

‖(h, k)‖ < δ ⇒ |η − 0| < ε 

f  .(0,0)قابلة للاشتقاق في  ⇐

 
 

ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة الحقيقية -3 
2

 و المحددة بالدستور :  

f x, y = exy 

 ن كون كل منها نقطة قصوى نسبية للدالة المعطاة أوجد النقاط الحرجة لهذه الدالة و ادرس امكا

 :الحل

fx(x, y) = ye
xy = 0 ⟹ y = 0       ∶  ( exy > 0) 

𝜑(𝑏) = 𝜑(𝑡) 𝜑(𝑎) = 𝜑(0) 𝑏 − 𝑎 

نوهت الدكتورة أنه لا داعي لإثبات صحة المتراجحة حسب نظرية القيمة 
مة الوسطى دون الوسطى  و إنما يكفي أن نذكر أنها صحيحة حسب نظرية القي

 إثبات
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fy(x, y) = xe
xy = 0 ⟹ x = 0 

 و لنرى فيما إذا كانت قصوى: (0,0)و بالتالي هنالك نقطة حرجة وحيدة هي 

fxx(x, y) = y
2exy⟹ fxx(0,0) = 0 

fyy(x, y) = x
2exy⟹ fy(0,0) = 0 

fxy(x, y) = e
xy + xyexy⟹ fxy(0,0) = 1 

fyx(x, y) = e
xy + xyexy⟹ fyx(0,0) = 1 

∆= |
0 1
1 0

| = −1 < 0 

 و بالتالي هي ليست قصوى

  حل الدورة التكميلية انتهى 
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 ( :2016-2015) الفصلية الثانيةأسئلة الدورة 

 : درجة( 40)السؤال الأول 

:gلتكن  -1 T ⊆ ℝn → ℝ  لتكن ,x0  نقطة حديةTولنفرض لـ ,limx→x0 g(x) =B :عندئذ 

lim
x→ x0

1

g(x)
=
1

B
  , ( g(x) ≠ 0 , B ≠ 0) 

 فعندئذٍ تكون متراجحة كوشي شفارتز التالية : فضاء جداء داخلي  Xبرهن أنه إذا كان  -2
x, y ∈ V :ٍعندئذ 

< x, y >2≤ < x, x > < y, y > 

,xأياً كان  محققة و ذلك y ∈ X . 

 : درجة( 60) السؤال الثاني

ℝللدالة الحقيقية المعرفة على  (0,0)ادرس قابلية الاشتقاق في النقطة  -1
2

 : و المحددة بـ 

f(x, y) = {
x
x2 − y2

x2 + y2
∶ (x, y) ≠ (0,0)

0      ∶ (x, y) = (0,0)

      

ℝى المعرفة عل fأوجد المشتق الاتجاهي للدالة الحقيقية  -2
2

 و المحددة بـ: 

f(x, y) = ln√x2 + y2 

uوفق الاتجاه  (1,1)في النقطة  (
√2

2
,
√2

2
) . 

ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة الحقيقية  -3
2

 وبيانها : 

f(x, y) = x2y − xy2 + xy 

−)و (0,0)برهن أن 
1

3
, −

1

3
ها هي نقاط قيم قصوى نسبية , ثم بين فيما إذا كانت كل من fهي نقاط حرجة للدالة  (

 .fللدالة 

  انتهت الأسئلة 

 مع تمنياتي بالنجاح والتوفيق        أ. هدى الشماط
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 ( :2016-2015حل أسئلة الدورة الفصلية الثانية )

 السؤال الأول :  

:gلتكن-1   T ⊆ ℝn → ℝ  لتكن ,x0  نقطة حديةTولنفرض لـ ,limx→x0 g(x) =B :عندئذ 

lim
x→ x0

1

g(x)
=
1

B
  ,   g(x) ≠ 0 , B ≠ 0  

 :الحل 

lim
x→x0

g(x) = B ⇔ ∀ ε > 0, ∃δ > 0 ,0 < ||x − x0|| < δ ⇒ |g(x) − B| < ε 

 الآن نأخذ:

|
1

g(x)
−
1

B
| = |

B − g(x)

g(x). B
| <

ε

|g(x)|. |B|
………(∗) 

 و ذلك بسبب ما يلي :
|g(x) − B| < ε ⇒ |−[g(x) − B]| < ε ⇒ |B − g(x)| < ε 

 أيضاً لدينا :
|B| = |B − g(x) + g(x)| ≤ |B − g(x)| + |g(x)| < ε + |g(x)| 
⇒ |B| − ε < |g(x)| 

⇒⏟
نقلب

1

|B| − ε
>

1

|g(x)|
    ⇒

1

|g(x)|
<

1

|B| − ε
 

 نعوض في )*( فنجد أن:

|
1

g(x)
−
1

B
| <

ε

|B|(|B| − ε)
 

εعدد موجب اختياري , نختار  εوبما أن  =
|B|

2
 بالتعويض نجد: (∗∗)…

|
1

g(x)
−
1

B
| <

|B|
2

|B| [|B| −
|B|
2 ]

<

|B|
2

|B| [
|B|
2 ]

=
1

|B|
=⏟

حسب(∗∗)

1

2ε
  

 ومنه:

∀ ε > 0, ∃δ > 0, 0 < ||x − x0|| < δ , |
1

g(x)
−
1

B
| <

1

2ε
 

⇒ lim
x→x0

1

g(x)
=
1

B
 

 فضاء جداء داخلي  فعندئذٍ تكون متراجحة كوشي شفارتز التالية : Xبرهن أنه إذا كان -2 

x, y ∈ V :ٍعندئذ 

< x, y >2≤ < x, x > < y, y > 
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,xمحققة و ذلك أياً كان  y ∈ X . 

 الحل :

 لنميز حالتين :

xلنفرض أن   :الحالة الأولى  = 0X 

< x. y > = < 0X, y >=< 0R. x, y >= 0R < x. y >= 0R  

 من جهة أخرى 

< x, x >=< 0X. 0X >=< 0R. x, 0R. x >= (0R)
2 

 و بالتالي :

0X =< x, y > ≤ < x, x >< y, y >= 0R 

≠ xالحالة الثانية إذا كانت  0X فإنه من أجل أي عدد حقيقي ∝ 

0 ≤ <∝ x − y,∝ x − y >=<∝ x,∝ x > +<∝ x,−y > +< −y, αx >  +< −y,−y > 

0 ≤∝2< x, x > −∝< x, y > −∝< y, x > + < y, y > 

0 ≤∝2< x, x > −2 < x, y >∝ + < y, y > 

= ∝لنأخذ     
<x,y>

<x,x>
xحيث   ≠ 0X 

0 ≤
< x, y >2

< x, x >2
 < x, x >  −2

< x, y >2

< x, x >
+ < y, y > 

0 ≤
< x, y >2

< x, x > 
 − 2

< x, y >2

< x, x >
+ < y, y > 

 نختزل ثم نضرب بالمقام المشترك طرفي المتراجحة :

0 ≤ −
< x, y >2

< x, x >
+< y, y > 

< x, y >2≤< x, x >.< y, y > 
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 فالمتراجحة محققة .

 السؤال الثاني:

ℝللدالة الحقيقية المعرفة على  (0,0)ادرس قابلية الاشتقاق في النقطة -1 
2

 و المحددة بـ : 

f x, y =  
x
x2 − y2

x2 + y2
∶  x, y ≠ (0,0)

0      ∶  x, y = (0,0)

 

  الحل :

,f(x حتى تكون الدالة y)  يجب أن يتحقق أنه : (0,0)قابلة للاشتقاق عند النقطة 

f(0 + h, 0 + k) − f(0,0) =
∂f(0,0)

∂x
h +

∂f(0,0)

∂y
k + μ(h, k)√h2 + k2 

limشريطة أن يكون 
(h,k)→(0,0)

μ(h, k) =  لنحسب المقادير اللازم تعوضيها في التعريف السابق :  0

f(0 + h, 0 + k) = f(h, k) = h
h2 − k2

h2 + k2
 

f(0,0) = 0 

fx(0,0) = lim
h→0

f(0 + h, 0) − f(0,0)

h
 = lim

h→0

h(h2 − 0)
h2

− 0

h
= 1 

fy(0,0) = lim
h→0

f(0,0 + h) − f(0,0)

h
 = lim

h→0

0 − 0

h
= 0 

 نعوض :

h
h2 − k2

h2 + k2
= h + μ(h, k)√h2 + k2 

μ(h, k)√h2 + k2 = h(
h2 − k2

h2 + k2
− 1) = h(−

2k2

h2 + k2
) = −

2hk2

h2 + k2
 

⟹ μ(h, k) = −
2hk2

(h2 + k2)
3
2 
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limو بقي أن نختبر فيما إذا كان  
(h,k)→(0,0)

μ(h, k) = hفنلاحظ أنه لو أخذنا  0 = k2 : 

lim
(h,k)→(0,0)

μ(h, k) = lim
k→0
μ(k2, k) = lim

k→0
−

2k3

(k4 + k2)
3
2

= −
2

(k2 + 1)
3
2

= −2 ≠ 0 

 فالدالة غير قابلة للاشتقاق عند المبدأ .

ℝالمعرفة على  fأوجد المشتق الاتجاهي للدالة الحقيقية -2 
2

 المحددة بـ:و  

f x, y = ln x2 + y2 

uوفق الاتجاه  (1,1)في النقطة  (
√2

2
,
√2

2
) . 

 الحل : 

||u||تساوي الواحد , أي  uبداية لنتحقق من كون طويلة الشعاع  =  (
√2

2
)
2

+ (
√2

2
)
2

= 1  , 

,f(xالآن نعلم أن مشتق التابع  y)  باتجاه الشعاعu ن و الذي يحقق أ||u|| =  في النقطة 1

 c =  يعطى بالشكل : (1,1)

∂f(c)

∂u
= lim
h→0

f(c + hu) − f(c)

h
 

c + hu = (1,1) + h(
√2

2
,
√2

2
) = (1 + h

√2

2
, 1 + h

√2

2
) 

f(c + hu) = f (1 + h
√2

2
, 1 + h

√2

2
) =

1

2
ln((1 + h

√2

2
)

2

+ (1 + h
√2

2
)

2

) 

=
1

2
ln 2 + 2√2h + h2 =

1

2
ln ( h + √2 

2
) = ln (h + √2) 

f(c) = ln √1 + 1 = ln√2 

 نعوض :

∂f(c)

∂u
= lim
h→0

f(c + hu) − f(c)

h
=
∂f(c)

∂u
= lim
h→0

ln (h + √2) − ln√2

h
 

= lim
h→0

ln (
h + √2

√2
)

h
= lim
h→0

ln (1 +
h

√2
)

√2
h

√2

=
1

√2
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ℝالمعرفة على  fالحقيقية لتكن الدالة -3 
2

,f xوبيانها :     y = x2y − xy2 + xy 

−)و (0,0)برهن أن 
1

3
,
1

3
, ثم بين فيما إذا كانت كل منها هي نقاط قيم قصوى نسبية  fهي نقاط حرجة للدالة  (

 .fللدالة 

 الحل:

 لنحسب المشتقات الصرفة من المرتبة الأولى و نعوض النقاط

fx(x, y) = 2xy − y
2 + y ⟹ fx(0,0) = 0 

fy(x, y) = x
2 − 2xy + x ⟹ fy(0,0) = 0 

−)نقطة حرجة , أما من أجل النقطة  (0,0)فالنقطة 
1

3
, −

1

3
 فنلاحظ أنه: (

fx(x, y) = 2xy − y
2 + y ⟹ fx (−

1

3
,
1

3
) = 2 (−

1

3
) (
1

3
) − (

1

3
)
2

+
1

3
=
−2

9
−
1

9
+
3

9
= 0

= fy (−
1

3
,
1

3
) ⟹   حرجة

 ! قصوى (0,0)لآن لنختبر فيما إذا كانت النقطة ا-

fxx(x, y) = 2y ⟹ fxx(0,0) = 0 
fyy(x, y) = −2x ⟹ fyy(0,0) = 0 

fxy(x, y) = fyx(x, y) = 2x − 2y + 1 ⟹ fxy(0,0) = fyx(0,0) = 1 

∆= |
0 1
1 0

| = −1 <    ليست قصوى  0

−)أما من أجل النقطة 
1

3
,
1

3
)., 

0 < fxx (−
1

3
,
1

3
) =

2

3
= fyy (−

1

3
,
1

3
) 

fxy (−
1

3
,
1

3
) = fyx (−

1

3
,
1

3
) = −

1

3
 

∆= |

2

3
−
1

3

−
1

3

2

3

| =
4

9
−
1

9
=
1

3
> 0 

 فهي صغرى نسبية

  حل الدورة الفصلية الثانية انتهى 
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 ( :2016-2015) ىأسئلة الدورة الفصلية الأول

 درجة (: 40 السؤال الأول )

I) : عرف ما يلي 

ℝالمجموعة المترابطة , المجموعة المتراصة , التغطية المفتوحة , متتالية كوشي في الفضاء الإقليدي  
n

  

 

II)  بين أن كل دالة مسافة مولدة من دالة نظيم على فضاء متجهيX : يحقق الشرطين التاليين 

1)  x, y , z ∈ X ∶   d(x + x , y + z) = d(x, y) 

2)  x, y ∈ X , α ∈ ℝ ∶ d(αx. αy) = |α|d(x, y) 
 ثم أعط مثالاً على دالة مسافة غير مولدة من دالة نظيم ) مع الإثبات ( .

 درجة (: 60 السؤال الثاني : )

  (I لتكن الدالة الحقيقةf  المعرفة علىℝ
2

 والمحددة بالدستور : 

f(x, y) =  

√x2 + (y − 2)2 + 1  − 1)

x2 + (y − 2)2
,x)       من أجل          y) ≠ (0,2)

,x)    من أجل                                      0                   y) = (0,2)

 

تساوي  (0,2)في النقطة  fأثبت أن نهاية الدالة  -1
1

2
, ε وذلك حسب التعريف بلغة   δ  

 (0,2)في النقطة  fادرس استمرار الدالة  -2

 II لتكن الدالة الحقيقية  )f  المعرفة علىℝ
n

 : والمحددة بالدستور 

f(x, y) = ex. arc tan y 

  (0,1)في النقطة  fاكتب الحدود الثلاثة الأولى من منشور الدالة 

(III  لتكن الدالة الحقيقيةf  المعرفة علىℝ
n

 بيانها : 

f(x, y) = (y − x2)(y − 2x2) 

على أي مستقيم  fر هي نقطة قيمة صغرى نسبياً لمقصو (0,0), ثم برهن أن  fهي نقطة حرجة للدالة  (0,0)برهن أن 

 مار بهذه النقطة .

   حل الأسئلةانتهى 

 مع تمنياتي بالنجاح والتوفيق        أ. هدى الشماط
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 ( :2016-2015) الأولىحل أسئلة الدورة الفصلية 

 السؤال الأول :

I ): فضاء المجموعة المترابطة , المجموعة المتراصة , التغطية المفتوحة , متتالية كوشي في ال عرف ما يلي

 الإقليدي

 الحل:

∅نقول عن المجموعة  ≠ S ⊆ ℝ
n

مفتوحتان  u,vبأنها غير مترابطة إذا وجدت مجموعتان   المجموعة المترابطة:

 غير خاليتين  بحيث:

u ∩ S ≠ ϕ        v ∩ S ≠ ϕ 

(u ∩ S) ∩ (v ∩ S) = ϕ  

(u ∩ S) ∪ (v ∩ S) = S 

, uعندئذ نسمي  v  بفصل المجموعةS. 

Sنقول عن   ⊆ ℝ
n

تغطية جزئية  Sمجموعة متراصّة إذا حوت كل تغطية مفتوحة لـ أنها   المجموعة المتراصّة:

 . منتهية

∅لتكن  ≠ S ⊆ ℝ
n

:ui}ولتكن   i ∈ I}  جماعة من المجموعات المنتهية أو غير المنتهية, نقول عن هذه التغطية:

 إذا تحقق: Sالجماعة أنها تشكل تغطية لـ 

S ⊆⋃ui
i∈I

 

:ui}عة وتكون هذه التغطية مفتوحة إذا كانت الجما i ∈ I} .عبارة عن مجموعات مفتوحة 

 متتالية كوشي :

 إذا تحقق الشرط التالي: ℝnإنها متتالية كوشي في  m∈ℕ{xm}نقول عن المتتالية 

∀ε > 0, ∃nε ∈ ℕ
∗, m, k ≥ nε ⇒ ||xm − xk|| < ε 

II)  بين أن كل دالة مسافة مولدة من دالة نظيم على فضاء متجهيX التاليين : يحقق الشرطين 

1)  x, y , z ∈ X ∶   d x + x , y + z = d(x, y) 

2)  x, y ∈ X , α ∈ ℝ ∶ d αx. αy = |α|d x, y  

 ثم أعط مثالاً على دالة مسافة غير مولدة من دالة نظيم ) مع الإثبات (

 الحل :

 عندئذٍ : Xمترك مولد من نظيم على فضاء متجهي  dليكن 
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1)  d(x + z , y + z) = ‖(x + z) − (y + z)‖ = ‖x − y‖ = d(x, y) 

 لك لأن كل نظيم على فضاء متجهي يحدد متركاً معرفاً بالشكل :وذ

d(x, y) = ‖x − y‖ 

2)  d(αx, αy) = ‖αx, αy‖ = ‖α(x − y)‖ = |α|. ‖x − y‖ = |α|. d(x, y) 

 إن الشرطين السابقين محققين من أجل :

x, y, z ∈ X , α ∈ ℝ 

 لنأخذ مثالاً على دالة مسافة غير مولدة من دالة نظيم :

 قيقية المحددة والغير محددة ولنعرف الدالة :مجموعة كل المتتاليات الح Sلتكن 

d(x, y) =∑
1

2i
.
|xi − yi|

1 + |xi − yi|

∞

i=1

 

 حيث :

x = {xi} , y = {yi}  

 هي دالة مسافة ولنثبت أنها غير مولدة من نظيم : dإن 

 مولدة من نظيم يجب أن يتحقق الشرطين الواردين في المبرهنة أعلاه معاً  dلتكن 

 كن نجد أن :ول

d(αx, αy) ≠ |α|d(x, y) 

 وذلك لأن :

l1 = d(αx, αy) =∑
1

2i
.
|αxi − αyi|

1 + |αxi − αyi|

∞

i=1

 

=∑
1

2i
.
|α|. |xi − yi|

1 + |α||xi − yi|

∞

i=1

 

لا يحوي  (1) عامل مشترك من المجموع لأن مقام الحد العام للمجموع مؤلف من حدين أحدهما |α|لا يمكن إخراج 

 |α|القيمة 

 ولدينا :
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l2 = |α|. d(x, y) = |α|.∑
1

2i
.
|xi − yi|

1 + |xi − yi|

∞

i=1

 

l1من الواضح أن  ≠ l2   : من أجلα > 1 

 ويكفي عدم تحقق أحد الشرطين لذلك لا داعي لمناقشة الشرط الأول 

 دالة مسافة غير مولدة من نظيم .. dومنه 

 : السؤال الثاني

(I لتكن الدالة الحقيقةf  المعرفة علىℝ
2

 والمحددة بالدستور : 

f x, y =

 
 
 

 
  x2 +  y − 2 

2
+ 1  − 1)

x2 +  y − 2 
2

,x        من أجل          y ≠ (0,2)

,x     من أجل                                      0                   y = (0,2)

 

تساوي  (0,2)ي النقطة ف fأثبت أن نهاية الدالة 
1

2
, ε)وذلك حسب التعريف بلغة   δ) 

 (0,2)في النقطة  fادرس استمرار الدالة 

 الحل :

 لنثبت حسب التعريف أن : -1

lim
(x,y)→(0,2)

f(x, y) =
1

2
 

∀ε > 0 , ∃δ > 0 ; 0 < ‖(x, y) − (0,2)‖ < δ ⇒ |f(x, y) −
1

2
| < ε 

aولنضع للسهولة  = x2 + (y − 2)2: 

f(x, y) =
√a + 1

a
  

,x)ولنأخذ لأجل ذلك  y) ≠  عندئذٍ :  (0,2)

|f(x, y) −
1

2
| = |

√a + 1

a
−
1

2
| = |

2√a + 1 − 2 − a

2a
| 
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= |
2√a + 1 − 1 − 1 − a

2a
| = |

−(1 + a) + 2√a + 1 − 1

2a
| 

= |
− √a + 1 − 1 

2

2a
| =

 √a + 1 − 1 
2

2a
  ∶  0 <  a 

a√ نضرب البسط والمقام بمرافق البسط :  + 1 + 1 
2

 فنجد أن : 

|f(x, y) −
1

2
| =

 √a + 1 − 1 
2
.  √a + 1 + 1 

2

2a.  √a + 1 + 1 
2 =

(a + 1 − 1)2

2a √a + 1 + 1 
2 

=
a2

2a.  √a + 1 + 1 
2 =

2

2.  √a + 1 + 1 
2 <

a

2
 

 ولدينا:

‖(x, y) − (0,2)‖ < δ ⇒ ‖(x − 0 , y − 2)‖ < δ 

⇒ √x2 + (y − 2)2 < δ 

⇒ x2 + (y − 2)2 < δ2  ⇒ a < δ2 

 ومنه يكون :

a

2
<
δ2

2
 

 أصبح لدينا :

|f(x, y) −
1

2
| <

a

2
<
δ2

2
 

εباختيار  =
δ2

2
δلأجله يوجد :   = √2ε : ومنه 

∀ε =
δ2

2
>∶ ∃δ = √2ε ; 0 < ‖(x, y) − (0,2)‖ < δ ⇒ |f(x, y) −

1

2
| < ε 

 أي أن :

lim
(x,y)→(0,2)

f(x, y) =
1

2
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 محققة ..

,f(xإن الدالة  -2 y) لأنها نقطة حدية قيمة الدالة عندها لا تساوي النهاية أي : (0,2)د النقطة عن 

lim
(x,y)→(0,2)

f(x, y) =
1

2
≠ f(0,2) = 0 

II)  لتكن الدالة الحقيقيةf  المعرفة علىℝ
n

 والمحددة بالدستور : 

f x, y = ex. arc tan y 

  (0,1) في النقطة fاكتب الحدود الثلاثة الأولى من منشور الدالة 

 الحل :

,a): هنا النشر في جوار النقطة لدينا  b) =  : يكون  ومنه (0,1)

f(a, b) = f(0,1) = e0arc tan(1) = 1.
π

4
=
π

4
 

,f(xونعلم أن منشور تايلور للدالة  y) : دالة بمتغيرين يعطى بالدستور 

f(a + h , b + k) − f(a, b) = ∑
1

n!

m

n=1

(h
∂

∂x
+ k

∂

∂y
)
n

. f(a, b) + Rm+1 

 حيث :ب

x = a + h ⇒ h = x − a = x − 0 = x       ∶ a = 0 

y = b + k ⇒ k = y − b = y − 1               ∶  b = 1 

 كما أن :

fx = e
x. arc tan(y) ⇒ fx(0,1) =

π

4
 

fxx = e
x. arc tan(y) ⇒ fxx(0,1) =

π

4
 

fy = e
x.

1

1 + y2
 ⇒ fy(0,1) =

1

2
 

fyy = e
x.

−2y

(1 + y2)2
 ⇒ fyy(0,1) = −

1

2
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fyx = e
x.

1

1 + y2
= fxy ⇒ fxy(0,1) = fyx(0,1) =

1

2
 

 من جميع المراتب موجودة كما أن : fونلاحظ أن المشتقات الجزئية ل 

Rm+1  ⟶⏟
m→∞

0 

 بالشكل : fومن أجل ذلك يصبح منشور تايلور لـِ 

f(x, y) − f(0,1) =
1

1!
(x
∂f(0,1)

∂x
+ (y − 1)

∂f(0,1)

∂y
) +

1

2!
(x
∂f(0,1)

∂x
+ (y − 1)

∂f(0,1)

∂y
)

2

 

⇒ f(x, y) = ex. arc tan(y)

=
π

4
+ xfx(0,1) + (y − 1)fy(0,1)

+
1

2
(x2fxx(0,1) + 2x(y − 1)fxy(0,1) + (y − 1)

2fyy(0,1)) 

 نعوض :

⇒ ex. arc tan(y) =
π

4
+ x

π

4
+ (y − 1)

1

2
+
x2

2
.
π

4
+ 2x(y − 1)

1

2
 

=
π

4
+
π

4
x +

(y − 1)

2
+
π

8
x2 + x(y − 1) −

(y − 1)2

2
 

 (III  لتكن الدالة الحقيقيةf  المعرفة علىℝ
n

 بيانها : 

f x, y =  y − x2  y − 2x2  

على أي مستقيم  fهي نقطة قيمة صغرى نسبياً لمقصور  (0,0), ثم برهن أن  fهي نقطة حرجة للدالة  (0,0)برهن أن 

 مار بهذه النقطة .

 الحل :

 بحيث لدينا : fنقطة حرجة لـ  (0,0)نثبت أولاً أن ل

fx(x, y) = −2x(y − 2x
2) − 4x(y − x2) 

fy(x, y) = (y − 2x
2) + (y − x2) 

 نلاحظ أن :
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fx(0,0) = 0 = fy(0,0) 

 .. fنقطة حرجة لـ  (0,0)ومنه 

 من جهة اخرى :

yلنفرض أن  = αx   ة لنعوض بالدال (0,0)وهي معادلة مستقيم ) أي مستقيم (مار بـf : نجد 

f(x, αx) = (αx − x2)(αx − 2x2) 

= α2x2 − 2αx3 − αx3 + 2x4 

= 2x4 − 3αx3 + α2x2 

 ولدينا : 

fx(x, αx) = 8x
3 − 9αx2 + 2α2x 

fxx(α, αx) = 24x
2 − 18αx + 2α2 

⇒ fxx(0,0) = 2α
2 > 0 

على أي  fهي قيمة صغرى نسبياً بالنسبة لمقصور   (0,0)نلاحظ أن المشتق الثاني للمتحول الأول موجب ومنه النقطة 

yمستقيم  = αx    مار منها 

  حل الدورة الفصلية الثانية انتهى 
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 ( :2015-2014أسئلة الدورة التكميلية )

 درجة( : 40السؤال الأول ) 

D)حيث  Dدالة حقيقية معرفة على  fلتكن  -1 ⊆ Rn)  و لتكنc  نقطة داخلية فيD  , و لنفرض أنf  قابلة

,k, عندئذٍ يوجد عددان موجبان  cللاشتقاق في  δ  بحيث إذا تحقق الشرط||x − c|| < δ : فإن 

|f(x) − f(c)| < k||x − c|| 

,C[aأثبت أن الفضاء المتجهي  -2 b]  و المزود بالدالة||.  المعرفة بالشكل :  ||

||x|| = max
a≤t≤b

|x(t)| 

 غير مولد من جداء داخلي .هو فضاء منظم , ثم أثبت أن هذا النظيم 

 درجة ( : 60السؤال الثاني ) 

,xانشر حسب قوى  -1 y  ( الدالة:(0,0))أي بجوار 

f(x, y) = ln(1 − x − y + xy) 

 بالشكل : R2لتكن الدالة الحقيقية المعرفة على  -2

f(x, y) = {

x

y
   ∶ (x, y) ≠ (0,0)

0     ∶ (x, y) = (0,0)
 

 )حسب تعريف الاستمرار و قابلية الاشتقاق( (0,0)في النقطة  f ادرس استمرار و قابلية الاشتقاق للدالة

 بالشكل : R2لتكن الدالة الحقيقية المعرفة على  -3

f(x, y) = (x − y2)(x − 2y2) 

على أي مستقيم مار من  fهي نقطة صغرى نسبياً لمقصور  (0,0)ثم برهن أن  fنقطة حرجة لـ  (0,0)برهن أن 

 هذه النقطة 

  لة حل الأسئانتهى 

 مع تمنياتي بالنجاح والتوفيق        أ. هدى الشماط
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 ( :2015-2014حل أسئلة الدورة التكميلية ) 

 السؤال الأول :  

D)حيث  Dدالة حقيقية معرفة على  fلتكن -1  ⊆ Rn)  و لتكنc  نقطة داخلية فيD  و لنفرض أن ,f  قابلة

,k, عندئذٍ يوجد عددان موجبان  cللاشتقاق في  δ حيث إذا تحقق الشرط ب||x − c|| < δ : فإن 

|f(x) − f(c)| < k||x − c|| 

 الحل :

cفي النقطة  قابلة  للاشتقاق  fبما أن   = (c1, c2… . , cn)  فيوجدδ1 >  بحيث إذا كان  0

  ‖h‖ < δ1    فهنالكA = (A1, A2, . . … . An) ∈ ℝ
n 

 وتحقق

f(c + h) − f(c) = : A1h1 +: A2h2… .+ Anhn + μ||h|| 

 بشرط:

 lim
||h||→0

μ = 0                   

f(c|      الآن لنبدأ من المقدار + h) − f(c)| 

|f(c + h) − f(c)| = |∑Aihi

n

i=1

+ μ ‖h‖| 

≤⏟
|α+β|≤|α|+|β|

|∑Aihi

n

i=1

| + |μ| ‖h‖ ≤⏟
|∑ cn|≤∑ |cn|

 ∑|Ai||hi|

n

i=1

+ |μ| ‖h‖ 

hiنتباه أن : مع الا ≤ √h1
2 + h2

2…hn
1لكل   2 ≤ i ≤ n 

⟹ |f(c + h) − f(c)| ≤∑|Ai|‖h‖

n

i=1

+ |μ| ‖h‖ ≤ (∑|Ai|

n

i=1

+ μ)‖h‖ 

lim||h||→0لكن الدالة قابلة للاشتقاق أي أن  μ = 0                     

εو بالتالي حسب تعريف النهاية : ومن أجل أي عدد  > ε)سنختار  0 =   δ2يوجد (  1

0 < ‖h − 0‖ < δ2⟹ |μ| < ε = 1 

 وبالتالي 

⟹ |f(c + h) − f(c)| < (∑|Ai|

n

i=1

+ 1)‖h‖… (∗) 

∑و لنضع   xبـ  c+hلنسمي كل  |Ai|
n
i=1 + 1 = k >   عندئذٍ تصبح العلاقة )*( :  0

|f(x) − f(c)| < k||x − c|| 

kأي يوجد  > 0و يوجد   0 < δ = min(δ2, δ1) بحيث عندما  يكون 

  ‖h‖ = ‖x − c‖ < δ : فإن 
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|f(x) − f(c)| < k||x − c|| 

 وهو المطلوب 

,C[aأثبت أن الفضاء المتجهي -2  b]  و المزود بالدالة||.  المعرفة بالشكل :  ||

||x|| = max
a≤t≤b

{|x(t)|} 

هو فضاء منظم , ثم أثبت أن هذا النظيم غير مولد من جداء داخلي . 

 الحل :

,xليكن  y ∈ C[a, b] تابعان ( و ليكن(α ∈ ℝ : 

|x(t)|لدينا  الأول :الشرط  ≥ 0 , ∀t ∈ [a, b]  :و بالتالي يكون 

‖x‖ = max
a≤t≤b

|x(t)| ≥ |x(t)|  ≥ 0 

  الشرط الثاني :

‖x‖ = 0 ⇔ max
a≤t≤b

|x(t)| = 0 

0و لكن  ≤ |x(t)| ≤ maxa≤t≤b|x(t)| = x(t)و بالتالي  0 = tلكل  0 ∈ [a, b]  : و هذا يبين أنx = 0 
 فالشرط الثاني محقق 

 الشرط الثالث :

‖αx‖ = maxa≤t≤b|αx(t)| = |α|maxa≤t≤b|x(t)| = |α|‖x‖ 

  الشرط الرابع : )متراجحة المثلث(

‖x + y‖ = max
a≤t≤b

|x(t) + y(t)| 

cعندئذٍ يوجد نقطة  ∈ [a, b]  بحيث تكون|x(c) + y(c)| = maxa≤t≤b|x(t) + y(t)|  أي أن((c  هي النقطة

x(t)|التي تبلغ عندها الدالة  + y(t)| لعظمى ((قيمتها ا 

 الآن :

‖x + y‖ = max
a≤t≤b

|x(t) + y(t)| = |x(c) + y(c)| ≤ |x(c)| + |y(c)| ≤ max
a≤t≤b

|x(t)| + max
a≤t≤b

|y(t)|

=  ‖x‖ + ‖y‖ 

 مما سبق نجد أن الدالة هي دالة نظيم 

  إلا أن هذا النظيم غير مولد من جداء داخلي إذ أنه لا يحقق مساواة متوازي الأضلاع فمثلاً لو أخذنا-
𝑥(𝑡) = 2 + 𝑡     ,      𝑦(𝑡) = −𝑡 

 : فنجد
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𝑇1 = ‖𝑥 + 𝑦‖
2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖2‖2 + ‖2 + 2𝑡‖2 = 4 + (2 + 2𝑏)2 

4 + 4 + 8𝑏 + 4𝑏2 = 4𝑏2 + 8𝑏 + 8 

𝑇2 = 2(‖𝑥‖
2 + ‖𝑦‖2) = 2[(2 + 𝑏)2 + (−𝑎)2] = 2(4 + 4𝑏 + 𝑏2 + 𝑎2) 

= 8 + 8𝑏 + 2𝑏2 + 2𝑎2 
T1لو كان  = 𝑇2  4فإنه𝑏2 + 8𝑏 + 8 = 2b2 + 8𝑏 + 8 + 2𝑎2  أيb2 = 𝑎2  و هذا غير ممكن لأن𝑎 ≠ 𝑏 

 إذاً مساواة متوازي الاضلاع غير محققة و بالتالي هذا النظيم غير مولد من جداء داخلي .

 السؤال الثاني :

,xنشر حسب قوى  -1 y  ( الدالة: (0,0))أي بجوار𝑓 𝑥, 𝑦 = ln 1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦  

 لحل:ا

𝑓(𝑥, 𝑦) = ln(1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦) = ln (1 − 𝑥)(1 − 𝑦) = ln(1 − 𝑥) + ln(1 − 𝑦) 

1)مجموعة تعريف ما ضمن اللوغاريتم أكبر تماماً من الصفر أي  − 𝑥)(1 − 𝑦) >   فإما :    0

2 > 𝑦2 + 𝑥2 ⇐ {
1 > 𝑥
 

1 > 𝑦
⇐ {

1 − 𝑥 > 0 
 

1 − 𝑦 >  و0
 .2√ونصف قطرها  (0,0)أي داخل دائرة مركزها  

 أو :

2 < 𝑦2 + 𝑥2 ⇐ {
1 < 𝑥
 

1 < 𝑦
⇐ {

1 − 𝑥 < 0 
 

1 − 𝑦 <  و0
 

 لا تنتمي , لذا سنأخذ المجموعة الأولى : (0,0)و لكن في هذه الحالة النقطة 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ln(1 − 𝑥) + ln(1 − 𝑦) ⇒ 𝑓(0,0) = 0 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = −
1

1 − 𝑥
⇒ 𝑓𝑥(0,0) = −1 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
1

(1 − 𝑥)2
⇒ 𝑓𝑥𝑥(0,0) = −1 

𝑓𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = −
2

(1 − 𝑥)3
⇒ 𝑓𝑥𝑥𝑥(0,0) = −2 = −2! 

𝜕4𝑓

𝜕𝑥4
(𝑥, 𝑦) = −

2(3)

(1 − 𝑥)4
⇒
𝜕4𝑓

𝜕𝑥4
(0,0) = −2.3 = −3! 

⋮                   ⋮           ⋮                   ⋮ 

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥, 𝑦) = −

(𝑛 − 1)!

(1 − 𝑥)𝑛
⇒
𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛
(0,0) = −(𝑛 − 1)! 
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 بنفس الطريقة نجد:

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑦𝑛
(𝑥, 𝑦) = −

(𝑛 − 1)!

(1 − 𝑦)𝑛
 ⇒  

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑦𝑛
(0,0) = −(𝑛 − 1)! 

لن يبقى مقادير تحوي   𝑥نه عند الاشتقاق بالنسبة لـ وجميع المشتقات الجزئية المختلطة تساوي الصفر لأ

y قاق لـ فالاشتy  عندئذٍ معدوم , و كذلك لـx 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0) = ∑
1

𝑛!
(𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
)
𝑛

𝑓(0,0)

∞

𝑛=1

. 

= −(𝑥 + 𝑦) −
1

2!
(𝑥2 + 𝑦2) −

2!

3!
(𝑥3 + 𝑦3)− . . . . −

(𝑛 − 1)!

𝑛!
(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)+. . .. 

⇒ ln(1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦) = ∑−(
𝑥𝑛 + 𝑦𝑛

𝑛
)

∞

𝑛=1

 

 بالشكل : R2لتكن الدالة الحقيقية المعرفة على  -2

f x, y = {

x

y
   ∶  x, y ≠ (0,0)

0     ∶  x, y = (0,0)

 

 )حسب تعريف الاستمرار و قابلية الاشتقاق( (0,0)في النقطة  fادرس استمرار و قابلية الاشتقاق للدالة 

 الحل:

 يجب تحقق الشرط :  (0,0)حتى تكون الدالة مستمرة عند النقطة 

∀𝜀 > 0 ; ∃𝛿𝜀 > 0 ∶  ‖(𝑥, 𝑦) − (0,0)‖ < 𝛿𝜀 ⟹ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0)| < 𝜀 

)و لكن نلاحظ أنه من أجل  
𝛿

2
,
𝛿

2
)‖فنجد أن  (

𝛿

2
,
𝛿

2
) − (0,0)‖ =  (

𝛿

2
)
2
+ (

𝛿

2
)
2
=

𝛿

√2
< 𝛿  و يوجد𝜀 =

1

2
 

𝑓|بحيث :  (
𝛿

2
,
𝛿

2
) − 𝑓(0,0)| = |

𝛿

2
𝛿

2

| = 1 ≮ 𝜀 =
1

2
و بالتالي هي غير مستمرة عند المبدأ و بالتالي لن تكون  

 اشتقاقية عند المبدأ.

 بالشكل : R2لتكن الدالة الحقيقية المعرفة على -3 

f x, y =  x − y2  x − 2y2  

قيم مار من على أي مست fهي نقطة صغرى نسبياً لمقصور  (0,0)ثم برهن أن  fنقطة حرجة لـ  (0,0)برهن أن 

 هذه النقطة 

 الحل:
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 لدينا :

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 2𝑦
2) + (𝑥 − 𝑦2) 

𝑓𝑥(0,0) = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑦(𝑥 − 𝑦
2) + 4𝑦(𝑥 − 2𝑦2) 

            𝑓𝑦(0,0) = 0 

 .𝑓نقطة حرجة لـ  (0,0)ومنه 

 

𝑦لنفرض أن الآن  = 𝛼𝑥 )مستقيماً ماراً من المبدأ( 

𝑓(𝑥, 𝛼𝑥) = (𝑥 − 𝛼2𝑥2)(𝑥 − 2𝛼2𝑥2) 

                = 𝑥2 − 2𝛼2𝑥3 − 𝛼2𝑥3 + 2𝛼4𝑥4 = 2𝛼4𝑥4 − 3𝛼2𝑥3 + 𝑥2 

𝑓𝑥(𝑥, 𝛼𝑥) = 8𝛼
4𝑥3 − 9𝛼2𝑥2 + 2𝑥 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝛼𝑥) = 24𝛼
4𝑥2 − 18𝛼2𝑥 + 2 

𝑓𝑥𝑥(0,0) = 2 > 0 

𝑦على أي مستقيم  𝑓هي صغرى نسبية بالنسبة لمقصور  (0,0)ومنه  = 𝛼𝑥 .مار من المبدأ 

 

  حل الأسئلة انتهى 

 

  نذير تيناوي-ماريا بري   –منى شغل   إعداد :

 

 


