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 جمال ملليدكتور المادة:  ◄

 الفضاء المتريعنوان المحاضرة :                          و الثانيت  الأولى المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندزس في هره انمحاضسة :  :المحتوى العلمي 

    مقدمت و مساجعت )أعطيج في جهست مسخقهت( -1

 بناء الأعداد انحقيقيت-2

  خسي و انمسافاث انشهيسةانفضاء انم-3

 مقدمت : 

المعرفة على  الذي ٌدرس الفضاءات و أعمّ الدوال 1 سىتعشف خلاي ٌزا اٌفصً عٍى ممشس اٌتذًٍٍ اٌتاتعً

 هذه الفضاءات حٌث أن كل نمطة من هذه الفضاءات )ربما تكون دالة ، مصفوفة ، .....(

 لمفهوم " الفضاء" نتوصل إلى مفهوم عام ومرن  وبذلن

 بداٌة سندرس الفضاء المتري .و

  ...بعض انخعازيف وانمفاهيم الاساسيت في عهم انخحهيمو نكن قبم ذنك ننسخسجع 

𝜙لٌكن لدٌنا   ؼٌر خالٌة ( .  )مجموعة جزئٌة من       

:  إذا حممت الشرطٌن التالٌٌن :  أصؽر حد أعلى للمجموعة           نمول عن  𝒔𝒖𝒑 ـحعسيف ان

1-             

2-                          

:  إذا حممت الشرطٌن التالٌٌن :  أكبر حد أدنى للمجموعة           نمول عن  𝒊𝒏𝒇حعسيف انـ 

1-            

2-                     
 

   1اٌتذًٍٍ اٌتاتعً

𝜉  وساي 

𝜁  صٌتا 

𝜂  إٌتا 
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ماء ٌكونان نفسٌهما الـ وعند الانت  إلى المجموعة     لٌس بالضرورة أن ٌنتمً كلاً من    ملاحظت :

 على الترتٌب.     والـ     

 

 

 

ٌتمتع بخاصٌة حمل جزئً فٌه ،  )معرؾ علٌه علالات ترتٌب (، تحوي   ٌوجد حمل مرتب    مبسهنت :

  أصؽر حد أعلى وأكبر حد أدنى...
ارغ ومحدود من الاعلى ٌوجد نمول عن مجموعة انها تتمتع بخاصة اصؽر حد اعلى إذا كانت اي جزء ف

 . supله 

نمول عن مجموعة انها تتمتع بخاصة اكبر حد ادنى إذا كانت اي جزء فارغ ومحدود من الادنى ٌوجد له 

     . 

:ملاحظاث  

 ,, كل عدد حمٌمً ٌمابله فمط نمطة ٌوجد تمابل بٌن نماط المحور الحمٌمً وساحة الاعداد الحمٌمٌة

 .  أن المحور الحمٌمً هو نفسه  على المحور ٌمابلها عدد حمٌمً أي على المحور ، وكل نمطة

 أو   ة تمابل بٌنها وبٌن مجموعة الأعداد الطبٌعٌة موعة ما أنها عدودة  إذا وجد علالنمول عن مج

 جزء منها .

 والآن , سنبدأ بالفصل الأول من مقررنا : 

 انفصم الأول : انفضاءاث انمخسيت :

 : تعريف الفضاء المتري- 

 دالة معرفة بالشكل التالً :  مجموعة ما ؼٌر خالٌة ولٌكن   لتكن لدٌنا 

        
             

:        وتحمك هذه الدالة الشروط التالٌة ، بفرض أن   فإنَّ

1-          

2-              

  خاصة التناظر              -3

A 

𝛂  𝐬𝐮𝐩 𝑨  𝛃  𝐢𝐧𝐟 𝑨  

𝛂  𝛆 𝛃  𝛆 𝒁𝟏 𝒁𝟐 𝑹 
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راجحة المثلثمت                     -4  

 .فضاء متري       وبالتالً نسمً هذه الدالة دالة مسافة )مترن ( كما أننا نسمً الزوج 

 :   فً المحور الحمٌمً  -1

 الدالة التالٌة :   لنعرؾ على 

                                          

 . "تابع المسافة المألوفة"    |   |       

 .  تابع مسافة على   أن  بتأث

 الحل

 ٌكون الحل بالاعتماد على خواص المٌم المطلمة :

 تابع مسافة ٌجب أن ٌحمك الشروط الأربعة :   حتى ٌكون 

1-        |   |  لأن المٌمة المطلمة دالة موجبة    

2-        |   |  |   |         

3-           |   |        

4-        |   |  |       |  |   |  |   | 

                                    

   تابع مسافة على    تحمك متراجحة المثلث وبالتالً مما سبك نجد أن 

 :   فً المستوي الاللٌدي  -2

 الدالة التالٌة :   لنعرؾ على 

           
             

 بحٌث :   تابع مسافة على   أثبت أن                      حٌث 

       √       
         

  

 الحل :

1-        √       
         

     

2-        √       
         

  √       
         

  

       

3-          √       
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(مجمُع ممذاسٌه مُجثٍه ٌساَي اٌصفش ٌزا ٌعىً أن ولاٌما ٌساَي اٌصفش)  

                              

                     

4-                                 

 دٍث                                

 ٌىضع :

                                  وعُض

                                 

                     ولادظ أن 

       √       
         

  √  
    

  

        |  
    

 |  |       
         

 | 

 |  
          

    
          

 | 

 |  
    

    
    

              | 

                        |            | 

|         |
  |  

   
              

   
 | 

   
   

   |         |    
    

  

          ٌذٌىا اٌمتشاجذح اٌتاٌٍح 

 |    | |    |   |    |
  |    |

    
   

    
   

  

 |         |
    

   
    

   
    

   
    

   
  

    
    

    
     

    
    

     
    

      
    

   

            
                  

|         |                
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        (             )
 
 

                      

   ع مسافح عٍى اتت  َمىً فئن 

حعميم : فئن تاتع اٌمسافح ٌىُن معشفاً عٍى اٌىذُ اٌتاًٌ :   ٍٍذي لفً اٌفضاء الإ 

       √∑       
 

 

   

 

 ملاحظاث :

 . ٌمىه أن وعشف أوثش مه متشن عٍى مجمُعح ما 

  اٌمضَد تٍزي اٌمسافح وسمٍٍا اٌفضاءاخ الالٍٍذٌح ، فئرا أتى تسؤاي روش فًٍ فضاء الٍٍذي    اٌفضاء

 تشي ٌُ تاتع اٌمسافح اٌمأٌُفح خلاف رٌه ٌعطٍىا اٌمتشن فً اٌسؤاي .فاٌم

مقصىز دانت مسافت : َ ٌىعشف اٌذاٌح:        َ ٌتىه       ٌٍىه ٌذٌىا اٌفضاء اٌمتشي  

 ̃       

        ̃              

 َ ٌىه ما اٌممصُد ٌىا !!! 

 (  dتعذد مُجة ٌُ تذذٌذاً اٌمسافح تٍه ٌزٌه اٌعذدٌه )َفك  Aمه      ستصُس وً  ̃ إن اٌذاٌح 

مسمُح ًٌ أن ٌصُس  ̃ مه وادٍح تصٌُش اٌعىاصش ) اٌىُاتج( َ ٌىه اٌفشق أن   ًٌ وفسٍا  ̃ أي أن 

 Aعٍى   اٌذاٌح  بمقصىز ̃ مجمُعح جضئٍح مه اٌفضاء َ ٌٍس وً اٌفضاء وذعُ 

 

 

 

 

𝒇 𝑹: ليكن لدينا  توطئة  𝑹  𝒇 𝒙  𝒙𝟐 

+𝒈 𝑹و أيضاً   𝑹 𝒈 𝒙  𝒇 𝒙  

 +𝑹على  fمقصور  gهنا نقول أن 

ن سيكون لهما نفس الصور على أي أن التابعي

 +𝑹المجموعة 

و أيضاً سنوضح هذا أكثر )تساوي القيم على 

 ( بالرسم المجاور+𝑹المجموعة 

بٌان التابع 

g 
 fبٌان التابع 

أي أنه لو نظرنا إلى 

التابع على أنه 

 مجموعة لٌم هذا التابع 

 gنجد أن مجموعة لٌم 

جزء من مجموعة لٌم 

f 
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 ∞𝒍  فضاء انمخخانياث انلانهائيت 

هو عبارة عن متتالٌة ∞  هً مجموعة كل المتتالٌات المحدودة من الأعداد العمدٌة أي أن كل عنصر من  

 عمدٌة أي :

               ∞                                                      

                                                                                             حٌث

      |  |                 وبحٌث                                                                   

 ) المتتالٌة (هنان ثابت ٌحد جمٌع مكونات العنصر ∞               أي انه لكل عنصر 

لكل عناصر الفضاء أي أنه لٌس  لدٌنا محدودٌة منتظمة ولكن لدٌنا صالح  cلٌس بالضرورة أن ٌوجد لكن 

 ة لكل عنصر من عناصر المتتالٌة ٌمحدود

 ولنعرؾ على هذا الفضاء دالة بالشكل التالً :

          |     |             

   فضاء المتتالٌات الحمٌمٌة تكون هذه المٌمة المطلمة المألوفة ,واذا كانت مركبات  اذا كانت عناصر

 ..عمدٌة تكون طول هذا العدد العمدي

   |     |   تابع مسافة ٌجب علٌنا فً البداٌة إثبات ان الطرؾ الأٌمن الذي هو    لأثبات أن  

 .موجود 

                                                               فإن ∞            

|     |  |  |+|  |          

وحسب مبرهنة سابمة ) نمول عن  cمحدودة بعدد حمٌمً |     |وبالتالً أصبحت هذه الممادٌر 

( وبالتالً فإن     وتتمع بخاصة اصؽر حد اعلى ، ٌوجد لها   دودة وؼٌر خالٌة من مجموعة مح

 موجودة .    |     |   الدالة 

 الآن نتحمك من شروط تابع المسافة 

              |     |    
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                |     |       |     |               

        

              |     |     |      |          

                                                  

|     |لدٌنا    |           | 

|     |  |     |  |     | 

|     |      |     |                           |     |     |     |  

 |     |      |     |     |     | 

 للطرؾ الاٌسر هو اصؽر حد اعلى     ان وبما رحد أعلى للطرؾ الاٌسوبما أن الطرؾ الأٌمن هو 

|     |               : فإن     |     |      |     |     |     | 

                      

 تابع مسافة .  مما سبك نجد أن محممة  , ومنه متراجحة المثلث 

 𝒄[𝒂 𝒃] فضاء اندوال انمسخمسة

و ساحة  [   ]      ، ولٌكن  ة من هذا الفضاء هً عبارة عن دالةسُمًّ فضاء الدوال لأن كل نمط

 أو جزء منها ولنعرؾ الدالة    لٌمها 

            |         | 

 تابع مسافة   أثبت أن 

 [   ] وجود إن أي دالتٌن من الفضاء علٌنا إثبات أن الدالة  موجودة وذلن بإثبات أن الطرؾ الأٌمن م

وكذلن   فهً مستمرة عند   وفك الدالة   هً صورة النمطة      هما دالتٌن مستمرتٌن وبالتالً : إن 

وتركٌب  دالة مستمرة    فإن  مستمرتٌن هو دالة مستمرة،وبما ان فرق دالتٌن   مستمرة عند   فإن 

دالة مستمرة  |         |    هً دالة مستمرة  اٌضاً ومنه لة مستمرة دالتٌن والمٌمة المطلمة لــدا

والاستمرار على مجال مؽلك محدود فان استمرارها منتظما حسب نظرٌة سابمة ٌوجد نمطتٌن على الالل 

 موجودة .  وبالتالً     وفً الأخرى      بحٌث تبلػ الدالة فً احداها  [   ]من الساحة       
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 الآن نتحمك من شروط تابع المسافة  

          |         |         واضح        

          |         |     |         |  واضح          

            |         |    |         |             

                 

                     

|         |  |                   |  |         |  |         | 

|         |     |         | 

   |         |      |         |  

|         |     فإن     |         |      |         | 

 للطرؾ الاٌسر    فسٌبمى الاكبر لو اخذنا لــ    ما أن الطرؾ الأٌمن هو الأكبر مهما تكن وب

   |         |     |         |      |         | 

 

                      

 فضاء متري     [   ]  تابع مسافة وٌكون   ومنه ٌكون 

 𝒔 فضاء انمخخانياث

  ℂأو من   (( إما من  المحدودة حٌث عناصرها )) متتالٌات وهو فضاء كل المتتالٌات المحدودة  وؼٌر

 حمسين 

 :   ولنعرؾ علٌه   لٌكن لدٌنا الفضاء 

        ∑
 

  

∞

   

 
|     |

  |     |
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 َ رٌه تئثثاخ َجُد اٌطشف الأٌمه   dاٌذاٌح  اٌذً : وما سأٌىا ساتماً  ٌجة إثثاخ َجُد

ولادظ أن 
|     |

 +|     |
∑َ وزٌه ولادظ أٌضاً أن     

 

  
∞
ًٌ متسٍسٍح ٌىذسٍح أساسٍا     

 

 
 1أصغش مه  

 فًٍ متماستح َ وُن 

∑
 

  

∞

   

 
|     |

  |     |
 ∑

 

  

∞

   

  

أي  فئن اٌمتسٍسٍح اٌمعطاج تىُن متماستح  دسة معٍاس اٌمماسوح وعٍم أن الأصغش مه متماستح تىُن متماستح 

 مُجُد  dأن اٌمجمُعح مُجُد َ تاٌتاًٌ 

                              : ٌٍىه  اَن إثثاخ ششَط اٌمتشن-

           َاضخ أن  -1

              أٌضاً َاضخ أن -2

3-         ∑
 

  
∞
    

|     |

 +|     |
   |     |                      

                     وشٌذ إثثاخ أن -4

     ٌٍىه ٌذٌىا اٌتاتع 
 

 + 
      َ مىً   

 

  +   
َ تاٌتاًٌ اٌتاتع اٌساتك متضاٌذ تماماً َ مىً     

فئن اٌمتتاٌٍح 
|     |

 +|     |
|   |, َ تالاستىاد إٌى اٌخاصح متضاٌذج    | | متضاٌذ تماماً  fَ ٌما وان    | | 

 ) مطشد ( ٌمىه أن وىتة :

  |   |    | |  | |  

 
|   |

  |   |
 

| |  | |

  | |  | |
 

| |

  | |  | |
 

| |

  | |  | |
 

  |     |   |     |  اَن وفشض 

 
| 

 
  

 
|

  | 
 
  

 
|
 

| 
 
  

 
|

  | 
 
  

 
|  | 

 
  

 
|
 

| 
 
  

 
|

  | 
 
  

 
|  | 

 
  

 
|
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| 

 
  

 
|

  | 
 
  

 
|
 

| 
 
  

 
|

  | 
 
  

 
|
 

| 
 
  

 
|

  | 
 
  

 
|
 

وضشب طشفً اٌمتشاجذح الأخٍشج 
 

   : ًٍ  ثم وأخز مجمُع الأطشاف مجمُعاً غٍش مىت

∑
 

  

|     |

  |     |

∞

   

 ∑
 

  

|     |

  |     |

∞

   

 ∑
 

  

|     |

  |     |

∞

   

 

                      

 فضاء متشي .       تاٌتاًٌ َ  Sتاتع مسافح عٍى  dَ تاٌتاًٌ َ مما سثك وجذ أن 

 

 انتهت المحاضرة

 غفران الريابي  –عبد الرحمن البحش  –سماح علوان  إعداد:

اليوم ازرع شجرة 
 تنن في ظلها غدا


