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 هدى شماط :  المادةة دكتور  ◄ 

 التدحرج دون انزلاق عنوان المحاضرة :                    الثامنة :المحاضرة  ◄

 بعنوان التدحرج دون انزلاق .. دقائي في هذه المحاضرة بفقرة جديدة سنبدأ معكم أص

دون اوسلاق التدحرج  

تعريف مرور الزمنإن المحور الآنً للدوران ٌتغٌر موضعه مع  

 . نسميه القاعدة      مخروطٌا   فٌرسم سطحا  ، فً الفراغ الثابت  

لقاعدةا هً المحل الهندسً للمحور الآنً للدوران    

 فً الجملة الثابتة كما أن المحور الآنً للدوران 
 حرج .دآخر فً الجملة المتماسكة مع الجسم نسمٌه المت مخروطٌا   ٌرسم سطحا  

المتدحرج ً للدوران فً الجملة المتماسكة .المحل الهندسً للمحور الآنهو   

 إن القاعدة والمتدحرج ٌشتركان بمستقٌم نسمٌه المولد .

المولد .    هو عبارة عن المحور الآنً للدوران الذي سرع نقاطه معدومة وٌمر من النقطة    

مثال على ذلك ."حركة البلبل  "  

سطح مخروطً متماسك مع الجسم على سطح  بتدحرجنقطة ثابتة حول  تتم الحركة الدورانية إذا  

 . دون انزلاقمخروطً ثابت فً الفراغ 

توزع السرع في الحركة الدورانية حول نقطة 

فإن   هً حركة دورانٌة حول محور آنً  ثابتة لما كانت الحركة الدورانٌة للجسم الصلب حول نقطة

 الشكل :من الجسم ٌمكن أن تكتب ب  سرعة نقطة ما 

 ⃗    
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

  
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

   )) الجواب بالمبرهنة التالٌة (( ؟  باختيار النقطة  ⃗⃗⃗⃗  شعاع الدوران هل يتعلكسؤال :

مبرهىت 

 )أي لا ٌتغٌر من نقطة لأخرى فً نفس اللحظة ( .    لا ٌتعلق بالنقطة   ⃗⃗⃗  إن شعاع الدوران 

 (2)مٍكانٍك
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 الإثبات 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗   هو     دوران المتعلق بالنقطة نفرض شعاع ال      وشعاع الدوران المتعلق بالنقطة   

⃗⃗   هو  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  نرٌد إثبات أن ،       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

               ⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  ⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
     نطبق نظرٌة المساقط على 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⃗    

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
 : دائري لبشكومنه بتحوٌل الجذاء الخارجً إلى جذاء مختلط لنتمكن من ترتٍبه 

(  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

 : نأخذ تبدٌلٌن للجداء المختلط

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ):  التبديل الأول    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ):  التبديل الثاني    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )  (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  بحٌث     إلى   لندخل فً الطرف الأول النقطة     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  صبح العلاقة السابقة :فت ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  [(  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ]    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ] 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  [(  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )  (  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )]    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

⃗⃗⃗⃗  )حٌث  ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )  حسب خواص الجداء الخارجً   

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  [(  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )]    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [(  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )] 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  وبفرض     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ومنه    ⃗     ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗ 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗   أن وبما    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ( ⃗ ٌصنعوا نفس الزاوٌة مع  أي)   على محور الدوران الآنً  محمولانلأنهما    

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  |                              : وستىتح | | ⃗|      |  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | | ⃗|      

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  |   لهما نفس المنحى : |  |  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

   ⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 .ومنه تم المطلوبشعاع الدوران الآنً  ⃗⃗⃗ حٌث 

التسارعاث  توزع 

 فإن :  بما أن شعاع التسارع هو المشتق الزمنً لشعاع السرعة

       ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

  
 

  ⃗      ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗     ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  ( ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

   ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
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بالقٌمة والمنحى مع مرور  تغٌرت  ⃗⃗⃗  على المحور الآنً للدوران ، و    ل  المسقط القائم    حٌث 

 ( شعاع التسارع الزاوي الآنً . ⃗ الزمن ، و ) 
 

الدراست التحليليت للحركت 

الموضع تعييه  

 .    وتشتركان بالنقطة           والجملة المتحركة           نختار الجملة الثابتة هً 

 تتعٌن بإسقاط العلاقة الشعاعٌة :    من الجسم الصلب     إن موضع أي نقطة 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗    ⃗    ⃗⃗  ⃗  ⃗ مقادٌر ثابتة و        ث حٌ          على الجملة الثابتة  ⃗⃗   
،  ونعلم ان لهذه المتجهات ثلاث وسطاء اي ثلاث درجات حرٌة كما متجهات الواحدة لجملة متغٌرة 

 وجدنا سابقا  ، وقد أوضح العالم اولر أنه ٌمكن اختٌار هذه الوسطاء المستقلة )) ثلاث زواٌا ((

أن تنطبق على           ف فعلا  ٌمكن لجملة الاحداثٌات " وسنوضح كٌ زوايا اولروقد سمٌت "  

 إذا دارت ثلاث دورانات متتالٌة كل دوران بمقدار احدى زواٌا اولر .          الجملة 

ولرتعييه زوايا ا  

 .     منطبقة على     حٌث        والجملة المتماسكة             نختار الجملة الثابتة 

 .      و          الفصل المشترك للمستوٌٌن  ⃗⃗⃗⃗⃗   لٌكن 

  ⃗⃗⃗⃗⃗   , والزاوٌة بٌن     زاوٌة       وٌصنع مع         موجود فً المستوي   ⃗⃗⃗⃗⃗   حٌث 

      بٌن المحورٌن  لمحصورةا ونسمً الزاوٌة      وتقع فً المستوي     هً      والمحور 

    ، أي أن   ⃗⃗⃗⃗⃗   العمودي على الفصل المشترك        وتقع فً المستوي     بالزاوٌة      و 

          و        المستوٌٌن هً الزاوٌة بٌن
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 بتدوير الجملة,            الجملة كانت فً لحظة ما منطبقة على        نفرض أن الجملة 

⃗⃗    حول المحور         ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    فٌنطبق المحور     بزاوٌة   ⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    وٌحافظ   ⃗⃗⃗⃗⃗   على   ⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ على   ⃗

⃗⃗    موضعه وٌنطبق المحور  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    على محور   ⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  .        وٌقع فً المستوي   ⃗⃗⃗⃗⃗   بحٌث ٌعامد   ⃗

⃗⃗    فٌنطبق     بزاوٌة   ⃗⃗⃗⃗⃗   حول محور  ندور الجملة الناتجةثم  ⃗⃗ ⃗⃗ على   ⃗⃗⃗⃗⃗   وٌبقى   ⃗⃗⃗⃗⃗   على   ⃗

⃗⃗    حامله وٌنطبق المحور  ⃗⃗ ⃗⃗  .  ⃗⃗⃗⃗⃗   على محور جدٌد ندعوه   ⃗

على موضعه وٌنطبق   ⃗⃗⃗⃗⃗   فٌحافظ المحور      بزاوٌة   ⃗⃗⃗⃗⃗   حول المحور  ندور الجملة الناتجةثم 

وبذلك نكون قد       الذي ٌتمم الثلاثٌة   ⃗⃗⃗⃗⃗   على المحور   ⃗⃗⃗⃗⃗   وبالتالً ٌنطبق   ⃗⃗⃗⃗⃗   على   ⃗⃗⃗⃗⃗   

 ة نلخص ما سبك :بثلاثة دورانات متتالي       إلى           انتقلنا من الجملة 

       
 حول دوران     
→         ⏟      

 

       
 حول دوران    
→        ⏟      

 

     
حول دوران    
→       ⏟      

 

      

 

 فً المستوي                        و  فً المستوي                : حيث 
                

 أو العكس          على المحاور         للمحاور    ⃗⃗  ⃗  ⃗ ةتتعٌن مركبات متجهات الواحد
 : مصفوفات الانتقال الثلاث التاليةباستخدام 

 

𝒌𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝒗𝟏⃗⃗ ⃗⃗⃗ 𝒖⃗⃗⃗ 𝝍 

             𝒊𝟏⃗⃗⃗⃗  

            𝒋𝟏⃗⃗⃗⃗  

      𝒌𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0997378154             Facebook_Page : IOM               F.B Group :improve our mathematics  
 

5 

 مود نحصل على :وبنقل السطر الأول ع
 

𝒌⃗⃗⃗ 𝒗⃗⃗⃗ 𝒖⃗⃗⃗ 𝜽 

      𝒖⃗⃗⃗ 

             𝒗𝟏⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

            𝒌𝟏
⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ومن ثم نقوم بالتحوٌل الثالث بنقل السطر الأول عمود فنحصل على :
 

𝒌⃗⃗⃗ 𝒋 𝒊 𝝋 

             𝒖⃗⃗⃗ 

            𝒗⃗⃗⃗ 

      𝒌⃗⃗⃗ 
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 وعن طرٌق هذه المصفوفات ٌمكننا الانتقال بٌن جمل المحاور .

في الجملت الثابتت   𝝎⃗⃗⃗⃗إيجاد 

  الجملة الثابتةإلى     التحوٌل نقوم بتحوٌل  طرٌق مصفوفاتعن 

⃗⃗⃗ لدٌنا :       
⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗     ⃗⃗         

⃗⃗ فة الأولى : من المصفو ⃗⃗ نكتب عبارة         ⃗⃗ ⃗        ⃗⃗ ⃗ 

⃗⃗ من المصفوفة الثانٌة :  ⃗⃗ ونكتب عبارة          ⃗⃗⃗⃗⃗        
⃗⃗⃗⃗⃗ 

⃗⃗⃗⃗⃗  عن طرٌق المصفوفة الأولى فنجد :  ⃗⃗⃗⃗⃗  ونحول الشعاع          ⃗⃗ ⃗        ⃗⃗ ⃗ 

 نجد : ⃗⃗ بالتعوٌض فً عبارة 

 ⃗⃗               ⃗⃗ ⃗        ⃗⃗ ⃗        
⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗⃗             ⃗⃗ ⃗             ⃗⃗ ⃗        
⃗⃗⃗⃗⃗ 

 بعبارة شعاع الدوران نجد : ⃗⃗  ⃗⃗ الآن نعوض قٌمة كل من 

 ⃗⃗⃗                        ⃗⃗ ⃗                        ⃗⃗ ⃗ 

              
⃗⃗⃗⃗⃗ 

  .عبارة شعاع الدوران على الجملة الثابتة وهً 

 هً : مركبات شعاع الدورانومنه 

                      

                      

             

 .           ⃗⃗⃗ ومنه نجد أن مركبات شعاع الدوران على الثابتة 

ملاحظات أوعن طرٌق  مع الرسم(( )) عن طرٌق الإسقاط مباشرةإلى جملة ثابتة  التحويلٌمكن   

 .مصفوفات التحوٌل 

 سقاط .شرة فهً تساعدنا فً حال نسٌنا عملٌة الإمصفوفات التحوٌل ٌمكن حفظها واستخدامها مبا

 
 
 
 
 

  

 انتهت المحاضرة

كُن محسناً حتى و إن 

لم تلقى إحساناً ، ليس 

لأجلهم بل لأن الله يحب 

 المحسنين


