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 يحيى قطيشدكتور المادة:  ◄

 التكاملات المعتلةعنوان المحاضرة :                   عشر رابعةالمحاضرة :ال◄

من الدرجة الأولى على التكامل المعتلة  ناوتعرفببحث التكاملات المعتلةبدأنا  في المحاضرة  السابقة    

معايير تقارب التكاملات المعتلة من النوع الأول في على  ناتقاربها وتباعدها كما تعرف وقمنا بدراسة 

وسنكمل في هذه المحاضرة ما بدأناه  نهاية النسبة( .-المقارنة-معيار )التقارب حالة التوابع غير سالبة

ير المتحول في تغوتكامل بطريقة التجزئة ال(  وسنأخذ هديريكلي-آبل-وسنتعرف على معيار )كوشي

 .التكاملات المعتلة

 معيار كوشي :

∫الشرط اللازم والكافي لتقارب التكامل المعتل  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
εهو أن يوجد لكل   > بحيث  𝐴0عدد حقيقي  0

𝐴0 > 𝑎 يويتحقق ما يل : 

,𝐴(يوجد عددان -1 𝐴′  بحيث يكون𝐴′ ≥ 𝐴 ≥ 𝐴0 : ويتحقق الشرط 

|∅(𝐴′) − ∅(𝐴)| = |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴′

𝑎

−∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

𝑎

| 

∅(𝐴) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  =    |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴′

𝐴

| ≤ 𝜀         

𝐴

𝑎

 

 الإثبات :

∫نفرض أن  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
∞→𝑙𝑖𝑚𝐴متقارباً أي أن   ∅(𝐴) =  موجودة ومحدودة  (∞)∅

εوهذا يعني أنه يوجد لكل  > 𝐴0بحيث  𝐴0عدد  0 > 𝑎     |∅(𝐴′) − ∅(𝐴)| < 𝜀  لأجل𝐴′ ≥ 𝐴 ≥ 𝐴0   ومنه

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐴′

𝐴
| ≤ 𝜀 

 

  3تــحـلـيــــل  
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εلكل وبالعكس : > 𝐴0 و  𝐴0عدد 0 > 𝑎     بحيث𝐴0 > 𝑀𝑎𝑥(𝑎, مقدار سالب فإن  A))بحيث إذا كان  (0  

𝑎 > (′A)∅| (( 0أو ابتداءً من  0 − ∅(A)| <
ε

2
′𝐴لأجل   ≥ 𝐴 ≥ 𝐴0   نثبت𝐴  ونجعلA′  ومنه   ∞تسعى ل

|∅(∞) − ∅(𝐴)| = |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝐴
| <

𝜀

2
< 𝜀 

∫بالتالي نحصل على تقارب التكامل   𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝐴
                                                                     .  وهو المطلوب 

ملاحظة : على تباعده أو تقاربه  رلا يؤثحذف جزء من حدود التكامل  

 معيار آبل لدراسة تقارب تكامل معتل :

,𝑓(𝑥)لتكن  𝑔(𝑥)  تابعان معرفان على المجال[𝑎, ∫, يكون التكامل  ]∞+ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
متقارباً إذا تحقق ما  

 يلي :

∫التكامل  -1 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 متقارباً  

|𝑔(𝑥)|مطرد و محدود أي :  𝑔(𝑥)التابع  -2 < 𝐿  ∶ 𝐿 > 𝑥∀وذلك  0 ≥ 𝑎 

 من مبرهنة القيمة الوسطى الثانية نجد أن :الإثبات :

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝐴′

𝐴

= 𝑔(𝑥)∫𝑓(𝑥)

ℓ

𝐴

𝑑𝑥 + 𝑔 (𝐴′)∫ 𝑓(𝑥)

𝐴′

ℓ

𝑑𝑥   ∶     𝐴 ≤ ℓ ≤ 𝐴′ 

εليكن  > ∫( تقارب التكامل 1وحسب الشرط ) 0 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
𝐴0يوجد   > 𝑀𝑎𝑥(𝑎,  ويتحقق :  (0

|∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ℓ

𝐴

| <
𝜀

2𝐿
    , |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴′

ℓ

|    <
𝜀

2𝐿
 

 بالتالي  

|∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝐴′

𝐴

| = |𝑔(𝐴)| . |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ℓ

𝐴

| + |𝑔(𝐴′)|. |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴′

ℓ

| 

< 𝑙 (
ε

2𝐿
) + 𝑙 (

ε

2𝐿
) = ε 

∫التكامل محدد وحسب المبرهنة يكون التكامل  𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 متقارب. 
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 لدراسة تقارب تكامل معتل : ديريكليهمعيار 

,𝑓(𝑥)لتكن  𝑔(𝑥)  تابعان معرفان على المجال[𝑎, ∫, يكون التكامل  ]∞+ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
متقارباً إذا تحقق ما  

 يلي :

,𝑎]قابل للمكاملة على كل مجال من الشكل  𝑓(𝑥)التابع  -1 𝐴]  حيث ومحدود> 𝑎  والتكامل∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐴

𝑎
محدد  

∫|أي  (𝑥)𝑑𝑥
𝐴 

𝑎
| < 𝐿   من أجل جميع قيم𝑎 < 𝐴  

∞→lim𝑥مطرد و يحقق أن :  𝑔(𝑥)ع التاب -2 𝑔(𝑥) = 0  

𝐼   ادرس التكامل :  = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥𝜆
𝑑𝑥

∞

𝑎
    ∶ 𝜆, 𝑎 > مثال : 0

 حيث يكتب التكامل المعطى بالشكل : هديريكلينستخدم معيار 

𝐼 = ∫ 𝑆𝑖𝑛𝑥⏟
𝑓(𝑥)

 
1

𝑥𝜆⏟
𝑔(𝑥)

𝑑𝑥

∞

𝑎

 

 نلاحظ أن :

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

𝑎

| = |∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝐴

𝑎

| = |[−𝑐𝑜𝑠𝑥]𝑎
𝐴| 

= |𝑐𝑜𝑠𝑎 − 𝑐𝑜𝑠𝐴| ≤⏟
|𝑥−𝑦|≤|𝑥|+|𝑦|

|𝑐𝑜𝑠𝑎| + |𝑐𝑜𝑠𝐴| ≤⏟
|𝑐𝑜𝑠𝜃|≤1

1 + 1 = 2 

𝑓(𝑥)و بالتالي فإن التابع  = 𝑠𝑖𝑛𝑥  قابل للمكاملة على هذا المجال , من جهة أخرى فإن  التابع𝑔(𝑥) =
1

𝑥𝜆
متناقص  

∞→lim𝑥و يحقق أن  𝑔(𝑥) =  بالتالي و حسب معيار ديركليه يكون التكامل 0

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥𝜆
𝑑𝑥

∞

1

    ∶ 𝜆 > 0 

 متقارباً .

 )) بنفس الأسلوب تتم دراسة التكامل 

((𝐼 = ∫
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥𝜆
𝑑𝑥

∞

1
    ∶ 𝜆 > 0 

∫نقول عن التكامل   𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝑎
∫|إنه متقارب باطلاق إذا و فقط إذا كان التكامل   𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎
تعريف : متقارباً  |
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∫التكاملين   𝑓(𝑥)
∞

𝑎
𝑑𝑥  و∫ 𝑓(𝑥)

+∞

𝑎1
𝑎1حيث   > 𝑎  و𝑓  مستمر على[𝑎,∞[  متقاربان معاً أو ملاحظة :

 . متباعدان معاً 

التكامل بطريقة التجزئة في التكاملات المعتلة : 

,𝑢(𝑥)ليكن لدينا التابعان  𝑣(𝑥)  و مشتقاتهما مستمرة على المجال تابعين معرفين ومستمرين وقابلين للاشتقاق

[𝑎,∞[ : عندئذٍ تنص قاعدة التكامل بالتجزئة في التكاملات المعتلة من النوع الأول على ما يلي 

∫ 𝑢(𝑥). 𝑑𝑣(𝑥)

∞

𝑎

= [𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]𝑎
∞ −∫ 𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥)

∞

𝑎

 

= [𝑢(∞)𝑣(∞) − 𝑢(𝑎)𝑣(𝑎)] − ∫ 𝑣(𝑥) 𝑑𝑢(𝑥)

∞

𝑎

 

 تغير المتحول في التكاملات المعتلة :

∫ليكن لدينا التكامل المعتل من النوع الأول :  𝑓(𝑥)
∞

𝑎
𝑑𝑥  عندئذٍ و بوضع𝑥 = 𝜑(𝑡) ⇐ 𝑑𝑥 = 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡  فإذا كان

𝜑(𝑎) = 𝛼 , 𝜑(∞) = 𝛽  حيث𝛼, 𝛽 ∈ عندئذٍ نكتب : [∞+,∞−]

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑎

= ∫ 𝑓(𝜑(𝑡)). 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

𝛽

𝛼

 

تمرين :  

𝐼𝑛  أوجد قيمة التكامل : = ∫ 𝑡𝑛𝑒−𝑡𝑑𝑡    ∶ 𝑛 ∈ 𝑁
∞

0
 

 نكامل بطريقة التجزئة إذ نفرض :

𝑢 = 𝑡𝑛         ⇒    𝑑𝑢 = 𝑛𝑡𝑛−1𝑑𝑡 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑡𝑑𝑡  ⇒ 𝑣 = −𝑒−𝑡 

 فيكون :

𝐼𝑛 = [−𝑡
𝑛𝑒−𝑡]0

∞⏟      
=0

+ 𝑛∫ 𝑡𝑛−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0
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 التكامل الأخير أيضاً نطبق طريقة التكامل بالتجزئة إذ نفرض :و لحساب 

𝑢 = 𝑡𝑛−1 ⇒ 𝑑𝑢 = (𝑛 − 1)𝑡𝑛−2𝑑𝑡 

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑡𝑑𝑡 ⇒ 𝑣 = −𝑒−𝑡 

 و بالتالي يكون :

𝐼𝑛 = 𝑛([−𝑡
𝑛−1𝑒−𝑡]0

∞⏟        
0

+ (𝑛 − 1)∫ 𝑡𝑛−2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

) = 𝑛(𝑛 − 1)∫ 𝑡𝑛−2𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

 فنلاحظ أنه في البداية وصلنا إلى أن :

𝐼𝑛 = 𝑛𝐼𝑛−1 

 ن ثم وجدنا أن :و م

𝐼𝑛 = 𝑛(𝑛 − 1)𝐼𝑛−2 

 لذا نكمل بطريقة التجزئة إلى أن نصل إلى :

𝐼𝑛 = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)… .2.1𝐼0 = 𝑛!(∫ 𝑒
−𝑡𝑑𝑡

∞

0

)

⏟      
=1

ذلك من تحقق

= 𝑛!  

: )هام(تمرين  

∫  ادرس تقارب التكامل :
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

𝑎
         ∶ 𝑎 > 0 

 نكامل بالتجزئة :

𝑢 =
1

𝑥
⟹ 𝑑𝑢 = −

1

𝑥2
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⟹ 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 

 ومنه :

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

𝑎

= [−
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥
]
𝑎

∞

−∫
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

∞

𝑎

=
𝑐𝑜𝑠𝑎

𝑎
− ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

∞

𝑎

 

 و التكامل الأخير متقارب بسبب ما يلي :
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𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2
≤
1

𝑥2
 

∫فحسب معيار المقارنة و لكون 
1

𝑥2
𝑑𝑥

∞

𝑎
∫يكون التكامل  

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

∞

𝑎
 بالتالي التكامل المعطى :متقارباً و  

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

∞

𝑎

         ∶ 𝑎 > 0 

 متقارب.

 

 

 

 انتهت المحاضرة

إعداد:  لانا شهاب  -محمد أنس القزاز  

 


