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 هدى شماط المادة: ة دكتور  ◄ 

  شروط التدحرج دون انزلاق عنوان المحاضرة :               عشرة  :الثامنةلمحاضرة  ◄

 سنبدأ معكم أصدقائي في هذه المحاضرة بفقرة جديدة بعنوان شروط التدحرج دون انزلاق ..

 في الحركة المستوية شروط التدحرج دون انزلاق

للمستوي المتحرن هً حركة نسبٌة وسرعة بالنسبة إن حركة المركز الآنً للدوران على المتدحرج 

⃗⃗  ) ٌرمز لها بــ على المتدحرج هً سرعة نسبٌة ) المركز الآنً ( انتمالها  ⃗( )) . 

فً لحظة ما بالنسبة للمستوي  ( )تنطبك على من المستوي المتحرن والتً  ( )إن حركة نمطة ما مثل 

⃗⃗  أي ) فرالثابت هً حركة جرٌة والسرعة فً هذه الحركة تكون مساوٌة للص  ⃗( ) حسب تعرٌف  )  ⃗  

هً حركة مطلمة  ) الماعدة ( بالنسبة للجملة الثابتة ( ) النمطة كما أن حركةالمركز الآنً للدوران  ، 

⃗⃗  )وسرعتها   ، وحسب تركٌب الحركات فإن : (( )⃗ 

  ⃗⃗  ⃗( )    ⃗⃗  ⃗( )    ⃗⃗  ⃗( ) 

⃗⃗  وبما أن   ⃗( )  :فإن   ⃗  

  ⃗⃗  ⃗( )    ⃗⃗  ⃗( ) 
 

على المتدحرج  ( )تساوي سرعة انتمال  ) السرعة المطلمة ( على الماعدة ( )سرعة انتمال أن   نستنتج

)) المركز الآنً للدوران ((على الماعدة تساوي   التً تمطعها  وبالتالً المسافة) السرعة النسبٌة ( 
 . المسافة التً تمطعها على المتدحرج 

الخلاصة  

على منحنً  ( )للمتدحرج دون انزلاق لمنحنً ما عد كل منها هو شرط إن العبارات التالٌة متكافئة وٌ

 : (  )ثابت 

  هً المركز الآنً للدوران .      نمطة التماس بٌن المنحنٌٌن أولا :

ثانيا : السرعة الجرٌة لنمطة التماس تساوي الصفر "معدومة " 

ثالثا : السرعة المطلمة للمركز الآنً للدوران ٌساوي السرعة النسبٌة للمركز الآنً للدوران . 

تساوي المسافة التً تمطعها نمطة التماس  ( )المسافة التً تمطعها نمطة التماس على المنحنً   رابعا :

 المتدحرج ( فً فترة زمنٌة واحدة ) أي المسافة على الماعدة تساوي المسافة على (  )على المنحنً 

 (2)ميكانيك
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مسألة  

)زاوٌة لٌاسها  (   )جملة إحداثٌات ثابتة لائمة ومباشرة ,  (      )لٌكن 
 

 
تدور فً المستوي  (

على المستمٌم  ( )وٌتحرن رأسها  (    )بسرعة زاوٌةّ  ( )حول رأسها  (      )الثابت 

 (   ) إحداثٌاتها  (   )نمطة تتحرن بالنسبة للزاوٌة  ( ),  ( )بسرعة لٌمتها العددٌة  (    )
 والمطلوب :

-1 عٌن معادلات الحركة . 

بدلالة الزمن وبدلالة  ( )عٌن مركبات متجه السرعة المطلمة ومتجه التسارع المطلك للنمطة   2-

   والمشتمات  (   )إحداثٌات النمطة 
  

  
        

  

  
 . 

-3 والمتدحرج ومركز التسارع المعدوم .أوجد الماعدة  

 : الحل

 .معادلات الحركة إٌجاد  -1
الحركة هنا هً حركة مستوٌة )) لأنه لدٌنا محورٌن فمط (( ، نختار جملة محاور متماسكة مع الزاوٌة 

، وتكون فً الحركة المستوٌة معادلات الحركة    مع    بحٌث ٌنطبك منحى     ، ولتكن     

( ومستمٌم ثابت فً    ) ولٌكن وهً الزاوٌة بٌن مستمٌم متماسن مع الزاوٌة  𝜃والزاوٌة  (     )هً 

 هً : 𝜃( أي أن الزاوٌة      الجملة الثابتة ) ولٌكن 

 𝜃(       )  𝜃(       ) 
وبالتالً نختارها لطباً   وبما أن الحركة مستوٌة فلدٌنا احداثٌات المطب ، وبما أنه لدٌنا سرعة النمطة 

 للحركة وبالتالً :

   ∫         

                 فً بداٌة الحركة 
         ( ) 
               ( ) 

  (  )ٌنطبك على  (  )جملة محاور متماسكة مع الزاوٌة حٌث  (   )لدٌنا  و

𝜃
 
       𝜃  ∫     

 𝜃     𝜃  
𝜃     فً بداٌة الحركة        𝜃    

 𝜃        ( ) 
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 مركبات متجه السرعة والتسارع المطلقة  -2
هً  المتماسن مع الزاوٌة بالمستوي  بالنسبة للزاوٌة هً حركة نسبٌة ، أما حركة   لدٌنا أولاً حركة 

حركة جرٌّة لإٌجاد السرعة المطلمة لدٌنا طرٌمتٌن ، إما عن طرٌك الاشتماق المباشر أو عن طرٌك 

⃗⃗   التركٌب الحركات حٌث لدٌنا ))  ⃗( )    ⃗⃗  ⃗( )    ⃗⃗ أي نوجد السرعة النسبٌة والسرعة  (( ( )⃗ 
 الجرٌة ونجمع السرعتٌن .

الطريقة الأولى :  عن طرٌك الجملة الثابتة والاشتماق .

 لدٌنا شعاع الموضع بالجملة الثابتة ٌعطى بالعلالة :

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗           
 إلى الجملة الثابتة عن طرٌك الاسماط فنجد :      نموم بتحوٌل كل من 

      𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗   

      (𝜃  
 

 
)   ⃗⃗      (𝜃  

 

 
)   ⃗⃗   

 بالتعوٌض بعبارة شعاع الموضع نجد :

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗    (   𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗  )   (   (𝜃  
 

 
)   ⃗⃗      (𝜃  

 

 
)   ⃗⃗  ) 

 ومنه بالإصلاح نجد :

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (                 (   
 

 
))   ⃗⃗   (             (   

 

 
))   ⃗⃗   

 وبالإسماط نجد :

                   (   
 

 
) 

                (   
 

 
) 

   نجد السرعة للنمطة المادٌة المباشر وبالاشتماق 

  
                             (   

 

 
)         (   

 

 
) 

  
                           (   

 

 
)         (   

 

 
) 

⃗⃗  ومنه مركبات السرعة المطلمة :  ⃗( )  (  
    

 ) 
 تكون : مركبات التسارع المطلكوباشتماق مركبات السرعة نحصل على التسارع ، وبالتالً 

   
⃗⃗  ⃗( )  (  

     
  ) 

 

  حسب مبدأ تركٌب الحركات الطريقة الثانية :

 :عندئذٍ  (   )هً     فً الجملة غٌر المتعامدة   احداثٌات النمطة 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗          
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هً أشعة الواحدة فً الجملة       هً أشعة الواحدة فً الجملة غٌر المتعامدة ، وبفرض       حٌث 
 تماسكة مع الجسم )) الزاوٌة (( ،المتعامدة الم

 على الجملة المتعامدة المتماسكة فنجد أن :      نموم بإسماط 

                       
 

 
      

 

 
   

 وبالتعوٌض بعبارة شعاع الموضع :

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗       (
√ 

 
   

√ 

 
  ) 

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (  
√ 

 
 )    

√ 

 
    

  ) أي أن     على الجملة المتماسكة   بالتالً هً مركبات النمطة 
 

√ 
 

 

√ 
)  

 بالاشتماق نحصل على السرعة النسبٌة أي :

  ⃗⃗  ⃗( )  
   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

  
|
 

 (   
  

√ 
)    

  

√ 
   

 كما أن الحركة الجرٌّة هً حركة مستوٌة فإن :

  ⃗⃗  ⃗   ⃗ ( )   ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

   ⃗⃗  ⃗( )     ⃗⃗   |

     ⃗⃗ 

    

  
 

√ 

 

√ 
 

| 

  ⃗⃗ هو شعاع الدوران عمودي على المستوي الحركة لذلن اخذنا مركبته على  (      ) ⃗⃗ حيث أن 

⃗⃗  بالإسقاط لتحويل لكن و   إلى الجملة المتماسكة  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⃗⃗   :نجد        𝜃       𝜃    

   ⃗⃗                           

   ⃗⃗  ⃗( )   (               )  ( √        (    √    )  ) 
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   ⃗⃗  ⃗( )  (        √     )   (              √    )   
 وبالتالً فإن السرعة المطلمة هً :

  ⃗⃗  ⃗( )    ⃗⃗  ⃗( )    ⃗⃗  ⃗( ) 

   ⃗⃗  ⃗( )  (   
  

√ 
)    

  

√ 
   (        √     )   (              √    )   

   ⃗⃗  ⃗( )  (   
  

√ 
         √    )    (

  

√ 
             √    )    

 السرعة المطلمة هً :ومنه مركبات 

   ( )     
  

√ 
         √     

   ( )  
  

√ 
             √     

 نحصل على التسارع المطلك من العلالة :

  
⃗⃗  ⃗( )  

   ⃗⃗⃗⃗ 

  
|
 

  ⃗⃗    ⃗⃗  ⃗ 

 
   ⃗⃗⃗⃗ 

  
|
 

 (    
   

√ 
            √   √    )   

 (
   

√ 
                   √   √    )    

 ⃗⃗    ⃗⃗  ⃗  |
     ⃗⃗ 

    
       

| 

 ⃗⃗    ⃗⃗  ⃗                     

   
⃗⃗ ⃗⃗  ( )  (    

   

√ 
            √   √           )   

 (
   

√ 
                   √   √           )    

 ومنه مركبات التسارع المطلمة  فً الجملة المتماسكة هً :

        
   

√ 
            √   √            

    
   

√ 
                   √   √            

 ايجاد القاعدة والمتدحرج و مركز التسارع المعدوم   -3
 :فً جملة ثابتة هو المركز الآنً للدوران   (     ) هو لطب للحركة ، ولٌكن  (     )  لدٌنا 
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( ) ⃗                                         لدٌنا :         ⃗⃗    ⃗⃗  ⃗  ( )  

( ) ⃗ حٌث      ⃗⃗ ⃗⃗  و     ⃗  (           )  (          )  

 فنجد :  ( )نعوض فً العلالة 

   ⃗⃗   |
  ⃗⃗    ⃗⃗    

⃗⃗⃗⃗ 

    
          

|     ⃗⃗   (     )  ⃗⃗   (           )  ⃗⃗   

 بالمطابمة نجد :

         ( )        (      )  ( ) 

                  نجد :  ( )من 
  

 
 

     :     نجد ( )من و
 

  
  ( )   

 :فنجد   ( )فً المعادلة   نعوض لٌمة 

   
 

 
  
 

    
  

   
       

  

 
 

 هً معادلة لطع زائد متساوي السالٌن . القاعدةمنه و
 إيجاد المتدحرج 

 : المتماسكةفً جملة هو المركز الآنً للدوران   (     ) هو لطب للحركة ، ولٌكن  ( )لدٌنا 

( ) ⃗                                         لدٌنا :         ⃗⃗    ⃗⃗  ⃗  ( ) 

( ) ⃗ ولدٌنا أٌضاً      ⃗⃗  فنجد : ( ⃗⃗       )فنسمطها على الجملة المتماسكة على الجملة الثابتة ،   

  ⃗⃗      𝜃       𝜃     ⃗ ( )      ⃗⃗                       

⃗⃗  ولدٌنا   ⃗  (         )  نجد :  ( )بالتعوٌض فً  (       ) 
 

                    |
     ⃗⃗ 

    
       

| 

                                    
 بالمطابمة نجد : 

              ( )                           ( ) 

      نجد : ( )من العلالة 
     

  
     نجد :    ( )ومن العلالة   

     

  
 

  ( )و  ( )نلاحظ أنه لا ٌمكننا أن نحذف الزمن لذلن نمول عن العلالة 
 . للمتدحرجبالمعادلات الوسٌطٌة 

   إن مركز التسارع المعدوم هو المطب 
التسارع ركز محسب التعرٌف : أي نمطة من المتحرن ٌنعدم تسارعها بالنسبة للجملة الثابتة تدعى 

 المحاضرةانتهت  المعدوم.


