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 خليل يحيىدكتور المادة: ◄

 الواحدة والعشرون :المحاضرة ◄

المعادلات التفاضلية الخطية بأمثال متحولة :عنوان المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة : :المحتوى العلمي 

 المعادلات التفاضلية الخطية بأمثال متحولة ترد إلى معادلات تفاضلية ذات أمثال ثابتة.-1

 أشكالها مع أمثلة لتوضيحها.-2

 

 المعادلات التفاضلية الخطية بأمثال متحولة ترد إلى معادلات تفاضلية ذات أمثال ثابتة

 معادلة أولر:-1

 لها الشكل التالي:

𝒂𝟎𝒙𝒏𝒚(𝒏) + 𝒂𝟏𝒙𝒏−𝟏𝒚(𝒏−𝟏) + ⋯ + 𝒂𝒏−𝟏𝒙𝒚′ + 𝒂𝒏𝒚 = 𝒇(𝒙) … (𝟏) 

,𝒂𝟎حيث  𝒂𝟏 , … , 𝒂𝒏 .أمثال ثابتة 

𝒇(𝒙)إذا كانت  = نجري التحويل  (𝟏)متجانسة ولإيجاد الحل العام للمعادلة  (𝟏)تصبح المعادلة  𝟎

 التالي:

𝒕 = 𝒍𝒏 𝒙   𝒐𝒓    𝒙 = 𝒆𝒕 

𝒅𝒙 = 𝒆𝒕𝒅𝒕 ⇒
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= 𝒆−𝒕 

𝒚𝒙
′ =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 .

𝒅𝒕

𝒅𝒙
⇒ 𝒚𝒙

′ = 𝒆−𝒕.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=

𝟏

𝒙
. 𝒚𝒕

′  

𝒚𝒙
′′ =

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) 

1 معادلات تف اضلية 
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𝒚𝒙
′′ =

𝒅

𝒅𝒙
(

𝟏

𝒙
.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
) =

𝟏

𝒙𝟐
(

𝒅𝒚

𝒅𝒕𝟐
−

𝒅𝒚

𝒅𝒕
) 

⇒ 𝒚𝒙
′′ =

𝟏

𝒙𝟐
(𝒚𝒕

′′ − 𝒚𝒕
′) 

 . 𝒚هو المشتق الثاني ل 𝒅𝟐𝒚حيث 

⇒ 𝒙𝒚𝒙
′ = 𝒚𝒕

′  

𝒙𝟐𝒚𝒙
′′ = 𝒚𝒕

′′ − 𝒚𝒕
′  

⋮ 

𝒙𝒌𝒚(𝒌) = 𝑩𝒌.
𝒅𝒌𝒚

𝒅𝒕𝒌
+ 𝑩𝒌−𝟏.

𝒅(𝒌 − 𝟏)𝒚

𝒅𝒕𝒌−𝟏
+ ⋯ + 𝑩𝟏.

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 

 القانون العام.

مثال : أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية: 

𝟏       𝒙𝟐𝒚′′ + 𝟐𝒙𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟎 

 الحل

 هي معادلة من نوع أولر )يجب أن نشتق أولاً(

𝒙نفرض أنّ:  = 𝒆𝒕 :ثم نشتق فنحصل على 

𝒅𝒙 = 𝒆𝒕𝒅𝒕 ⇒
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= 𝒆−𝒕 

𝒚𝒙
′ =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 .

𝒅𝒕

𝒅𝒙
⇒ 𝒚𝒙

′ = 𝒆−𝒕.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=

𝟏

𝒙
. 𝒚𝒕

′  

𝒚𝒙
′′ =

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) 

𝒚𝒙
′′ =

𝒅

𝒅𝒙
(

𝟏

𝒙
.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
) =

𝟏

𝒙𝟐
(

𝒅𝒚

𝒅𝒕𝟐
−

𝒅𝒚

𝒅𝒕
) 
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⇒ 𝒚𝒙
′′ =

𝟏

𝒙𝟐
(𝒚𝒕

′′ − 𝒚𝒕
′) 

⇒ 𝒙𝟐𝒚′′ = 𝒚𝒕
′′ − 𝒚𝒕

′  , 𝒙𝒚′ = 𝒚𝒕
′  

 نعوض في المعادلة التفاضلية:

⇒ 𝒚𝒕
′′ − 𝒚𝒕

′ − 𝟐𝒚𝒕
′ + 𝟐𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒚𝒕

′′ − 𝟑𝒚𝒕
′ + 𝟐𝒚 = 𝟎 

 وهي معادلة تفاضلية ذات أمثال ثابتة والمعادلة المميزة لها:

𝝀
𝟐

− 𝟑𝝀 + 𝟐 = 𝟎 ⇒ (𝝀 − 𝟐)(𝝀 − 𝟏) = 𝟎 

𝝀
𝟏

= 𝟐, 𝝀𝟐 = 𝟏 

 من الشكل:الحل العام ومنه 

𝒚 = 𝒄𝟏𝒆𝟐𝒕 + 𝒄𝟐𝒆𝒕 

𝒚فنحصل على:               𝒆𝒕نعوض قيمة  = 𝒄𝟏𝒙𝟐 + 𝒄𝟐𝒙 

𝟐    𝒙𝟐𝒚′′ + 𝟑𝒙𝒚′ + 𝒚 = 𝒙 

 الحل

 نأخذ المعادلة بدون طرف ثانٍ:

𝒙𝟐𝒚′′ + 𝟑𝒙𝒚′ + 𝒚 = 𝟎 … (𝟏) 

𝒙نفرض أنّ:  = 𝒆𝒕 :نشتق فنحصل على 

𝒅𝒙 = 𝒆𝒕𝒅𝒕 ⇒
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= 𝒆−𝒕 

𝒚𝒙
′ =

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒕
 .

𝒅𝒕

𝒅𝒙
⇒ 𝒚𝒙

′ = 𝒆−𝒕.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
=

𝟏

𝒙
. 𝒚𝒕

′  

𝒚𝒙
′′ =

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) 

𝒚𝒙
′′ =

𝒅

𝒅𝒙
(

𝟏

𝒙
.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
) =

𝟏

𝒙𝟐
(

𝒅𝒚

𝒅𝒕𝟐
−

𝒅𝒚

𝒅𝒕
) 
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⇒ 𝒚𝒙
′′ =

𝟏

𝒙𝟐
(𝒚𝒕

′′ − 𝒚𝒕
′) 

⇒ 𝒙𝟐𝒚′′ = 𝒚𝒕
′′ − 𝒚𝒕

′     ,   𝒙𝒚′ = 𝒚𝒕
′  

 : (𝟏)نعوض في المعادلة التفاضلية 

𝒚𝒕
′′ − 𝒚𝒕

′ + 𝟑𝒚𝒕
′ + 𝒚 = 𝟎 ⇒ 𝒚𝒕

′′ + 𝟐𝒚𝒕
′ + 𝒚 = 𝟎 

 وهي معادلة تفاضلية ذات أمثال ثابتة والمعادلة المميزة لها:

𝛌
𝟐

+ 𝟐𝝀 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ (𝝀 + 𝟏)𝟐 = 𝟎 

𝝀جذر مكرر:
𝟏,𝟐

= −𝟏 

 من الشكل: الحل العام بدون طرف ثانٍ 

𝒚 = 𝒄𝟏𝒆−𝒕 + 𝒄𝟐𝒆−𝒕𝒕 

 ثانياً: نوجد الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة:

𝜶نلاحظ أنّ  =  هو جذر للمعادلة المميزة إذاً الحل الخاص: 𝟏

𝒚𝑷 = 𝑨𝒆𝒕 

 نشتق:  𝑨لإيجاد 

𝒚𝑷
′ = 𝑨𝒆𝒕   ,   𝒚𝑷

′′ = 𝑨𝒆𝒕 

 نعوض في المعادلة التفاضلية مع طرف ثانٍ:

𝑨𝒆𝒕 + 𝟐𝑨𝒆𝒕 + 𝑨𝒆𝒕 = 𝒆𝒕 ⇒ 𝟒𝑨𝒆𝒕 = 𝒆𝒕𝒃 ⇒  𝑨 =
𝟏

𝟒
 

 يكون من الشكل:الحل الخاص وبالتالي 

𝒚𝑷 =
𝟏

𝟒
𝒆𝒕 

 :مع طرف ثانٍ  الحل العاميكون ومنه 

𝒀 = 𝒚 + 𝒚𝑷 ⇒ 𝒀 = 𝒄𝟏𝒆−𝒕 + 𝒄𝟐𝒕𝒆−𝒕 +
𝟏

𝟒
𝒆𝒕 
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𝒀 = 𝒄𝟏.
𝟏

𝒙
+ 𝒄𝟐𝒍𝒏

𝟏

𝒙
+

𝟏

𝟒
𝒙 

 معادلة لوجندر التفاضلية: -2

 لها الشكل:

𝒂𝟎(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏𝒚(𝒏) + 𝒂𝟏(𝒂𝒙 + 𝒃)𝒏−𝟏𝒚(𝒏−𝟏) + ⋯ + 𝒂𝒏𝒚 = 𝒒(𝒙) … (𝟏) 

𝒂𝒙إما نفرض أنّ: - + 𝒃 = 𝒉 .وهنا التحويل يعطينا معادلة أولر ثم معادلة ذات أمثال ثابتة 

𝒂𝒙أو نفرض أنّ - + 𝒃 = 𝒆𝒕 .يعطينا مباشرة معادلة ذات أمثال ثابتة 

مثال: أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية: 

𝟏       (𝒙 + 𝟐)𝒚′′ + (𝒙 + 𝟐)𝒚′ + 𝒚 = 𝟑𝒙 + 𝟒 

 الحل

 نلاحظ أنّ المعادلة لها شكل معادلة لوجندر إذاً نردها إلى معادلة ذات أمثال ثابتة.

 نفرض أنّ:

𝒙 + 𝟐 = 𝒆𝒕 ⇒ 𝒙 = 𝒆𝒕 − 𝟐  

𝒕 = 𝒍𝒏 (𝒙 + 𝟐) ⇒
𝒅𝒕

𝒅𝒙
=

𝟏

𝒙 + 𝟐
 

𝒚′ =
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒕
.

𝒅𝒕

𝒅𝒙
=

𝟏

𝒙 + 𝟐
.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
 ⇒ 𝒚𝒕

′ =
𝟏

𝒙 + 𝟐
. 𝒚𝒙

′  

𝒚𝒙
′′ =

𝒅𝟐𝒚

𝒙𝟐
=

𝒅

𝒅𝒙
(

𝒅𝒚

𝒅𝒙
) =

𝒅

𝒅𝒙
(

𝟏

𝒙 + 𝟐
.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
) = −

𝟏

(𝒙 + 𝟐)𝟐
.
𝒅𝒚

𝒅𝒕
+

𝟏

(𝒙 + 𝟐)𝟐
.
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
 

𝒚𝒙
′′ =

𝟏

(𝒙 + 𝟐)𝟐
(𝒚𝒕

′′ − 𝒚𝒕
′ ) ⇒ (𝒙 + 𝟐)𝟐𝒚𝒙

′′ = 𝒚𝒕
′′ − 𝒚𝒕

′  

 نعوض في المعادلة التفاضلية:

𝒚𝒕
′′ − 𝒚𝒕

′ − 𝒚𝒕
′ + 𝒚 = 𝟑(𝒆𝒕 − 𝟐) + 𝟒  
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⇒ 𝒚𝒕
′′ − 𝟐𝒚𝒕

′ + 𝒚 = 𝟑𝒆𝒕 − 𝟐 … . (∗) 

 أمثال ثابتة.وهكذا ردت إلى معادلة خطية متجانسة ذات 

 : الحل العام بدون طرف ثانٍ والآن نوجد 

𝒚𝒕
′′ − 𝟐𝒚𝒕

′ + 𝒚 = 𝟎 

𝛌المعادلة المميزة لها:                      
𝟐

− 𝟐𝝀 + 𝟏 = 𝟎 ⇒ (𝝀 − 𝟏)𝟐 = 𝟎 

𝝀
𝟏,𝟐

= 𝟏 

 جذر مكرر فيكون الحل العام من الشكل:

𝒚 = 𝒄𝟏𝒆𝒕 + 𝒄𝟐𝒕𝒆𝒕 

 نوجد الحال الخاص للمعادلة غبر المتجانسة:

𝜶نلاحظ أنّ  =  تمثل جذرا مضاعفا للمعادلة المميزة ومنه الحل الخاص يكون من الشكل:  𝟏

𝒚𝑷 = 𝑨𝒕𝟐𝒆𝒕 + 𝑩 

𝒚𝑷
′ = 𝟐𝑨𝒕𝒆𝒕 + 𝑨𝒕𝟐𝒆𝒕 

𝒚𝑷
′′ = 𝟐𝑨𝒆𝒕 + 𝟒𝑨𝒕𝒆𝒕 + 𝑨𝒕𝟐 

 نعوض في المعادلة )*( مع طرف ثانٍ:

𝟐𝑨𝒆𝒕 + 𝟒𝑨𝒕𝒆𝒕 + 𝑨𝒕𝟐 − 𝟒𝑨𝒕𝒆𝒕 − 𝟐𝑨𝒕𝟐𝒆𝒕 + 𝑨𝒕𝟐𝒆𝒕 + 𝑩 = 𝟑𝒆𝒕 − 𝟐 

⇒ 𝟐𝑨𝒆𝒕 + 𝑩 = 𝟑𝒆𝒕 − 𝟐 

𝑨 =
𝟑

𝟐
    ,   𝑩 = −𝟐 

 يكون من الشكل: الخاصالحل وبالتالي 

𝒚𝑷 =
𝟑

𝟐
𝒕𝒆𝒕 − 𝟐 

 من الشكل: الحل العام مع طرف ثانٍ  وبالتالي يكون

𝒀 = 𝒚 + 𝒚𝑷 
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= 𝒄𝟏𝒆𝒕 + 𝒄𝟐𝒕𝒆𝒕 +
𝟑

𝟐
𝒕𝟐𝒆𝒕 − 𝟐 

 فنحصل على الحل العام مع طرف ثانٍ : 𝒆𝒕نعوض قيمة 

𝒀 = 𝒄𝟏(𝒙 + 𝟐) + 𝒄𝟐(𝒙 + 𝟐)𝒍𝒏 (𝒙 + 𝟐) +
𝟑

𝟐
(𝒙 + 𝟐)𝒍𝒏𝟐(𝒙 + 𝟐) − 𝟐 

 

 انتهت المحاضرة 

 بسمة نصرالله وياسين الحُليبي ورهف النقشي إعداد:
 

 

 

 


