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 ( :2017) انفصهٛخ الأٔنٗأعئهخ انذٔسح 

السؤال الأول : حٛث[   ]  يغزًشح ٔيعشفخ عهٗ انًجبل انًغهك  {  )   نزكٍ نذُٚب يززبنٛخ انزٕاثع ثشٍْ : 

 عُذئزٍ    ) يٍ ربثع انُٓبٚخ  ٔثفشض أٌ ْزِ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ            

 ٔٚحمك انعلالخ:  لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) انزبثع 

   
   

∫   (     ∫    
   

  (     ∫  (    
 

 

 

 

 

 

 

 السؤال الثبني :

∑ادسط رمبسة يزغهغهخ انزٕاثع  (1   (     
[انًعشفخ عهٗ          [. 

 حٛث  {  )   ادسط انزمبسة )انًُزظى ٔغٛش انًُزظى (نًززبنٛخ انزٕاثع  (2

  (   
  

      
               [   ] 

 السؤال الثبلث :

  )   ) أثجذ لبعذح نٛجبَذس (1
 

 
)  

√ 

     
  (    

 ادسط رمبسة انزكبيم  (2

  ∫         

  

  

         

 أحغت لًٛخ انزكبيم  (3

  ∫
√ 
 

(     
  

 

 

 

 السؤال الرابع :

 أحغت انزكبيم  (1

 (   ∫     
       

 

 

 

             

[فً متسلسلة فورٌٌه على المجال       ) انشر التابع  (2     [  

 .  مع رسم بٌان دالة المجموع للمتسلسلة على 

 انخهج الأسئلت

  3تــحـلـيــــل  
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 ( :2017-2016) انفصهٛخ الأٔنٗأعئهخ انذٔسح حم 

 انغؤال الأٔل

يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ انزبثع  {  )   ٔ انًززبنٛخ  [   ]فٙ انًززبنٛخ يغزًشح عهٗ    )  ثًب أٌ انزٕاثع  انحم : 

 (   

 ٔ نذُٚب : [   ]يغزًشاً  ٔ ثبنزبنٙ لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) ٚكٌٕ انزبثع 

   
   

  (    (   

َأخز          
 

   
                ٔ ثبنزبنٙ               

 ثحٛث ٚكٌٕ:     ٕٚجذ عذد غجٛعٙ 

 

||∫   (    
 

 ⏟      
انحذ انعبو

 ∫  (    
 

 ⏟      
انُٓبٚخ

||  |∫ [  (      (  ]   
 

 

| 

 ∫    (    (       ∫
 

   
    

 

 

 
 

 

 

    )    )   حٛث 
 

   
 ركٌٕ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو  

    
   

∫   (     ∫  (    
 

 

 

 

 ∫    
   

  (    
 

 

 

 انغؤال انثبَٙ

انحم :    )  ( َأخز يززبنٛخ يجبيٛعٓب انجضئٛخ 1 

  (   (      (         (         (         

   (          

   
   

  (      
   

(             
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∑وبالتالً متسلسلة التوابع             
[المعرفة على المجال      متقاربة ]    

  

∑        

 

   

       ]     [ 

 لنأخذ تابع النهاٌة: (2

 (      
   

  (      
   

  

      
   

 لأن درجة البسط أصغر من درجة المقام.

 ولنوجد نهاٌة

   
   

      (    (       
   

   |
  

      
|              [   ] 

  عندما 
 

 
ٌبلغ نهاٌة عظمى وقٌمته عند هذه النقطة هً    )  نلاحظ أن  

 

 
 

 إذاً:

   
   

   |
  

      
|     

   

 

 
 

 

 
              [   ] 

 (4وبالتالً المتتالٌة غٌر متقاربة بانتظام حسب المبرهنة )

   
  

      
    

{
  
 

  
 

                                       
 

    
                             

                                     
 

 
  

 

 
                                  

 

 

 

 انغؤال انثبنث

 نذُٚب (1
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 (     ∫     (          
 

 

 ∫ (           
 

 

 

 َمٕو ثبلإرًبو إنٗ يشثع كبيم حٛث

(       (     
 

 
 

 

 
)  

 

 
 (

 

 
  )

 

 

 ثبنعٕدح نهزكبيم انغبثك ٔ انزعٕٚط :

 (     ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   
 

 

 

   ) ٔ نًب كبٌ انزبثع
 

 
 (

 

 
  )

 
  ٚشعى لطعبً يكبفئبً فئَّ ٚكٌٕ يزُبظشاً ثبنُغجخ نًحٕس رُبظشِ  

 

 
 

 

 

 

 

 (      ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   

 
 

 

 

 

َفشض                               
 

 
  (

 

 
  )

 
 

 :أٔ

 

 
 
 
  (

 

 
  ) 

 َفبظم انطشفٍٛ:

 

 
  

 
         

     
 

 
  

 
     

1/2 0 1 𝑺𝟏 𝑺𝟐 
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 ثبنزعٕٚط ثبنزكبيم:

 (       ∫ [
 

 
 (

 

 
 )]

   

 ( 
 

 
  

 
 )    

 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [

 

 
 

 

 
 ]

   

   
 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [

 

 
(    ]

   

   
 

 

 

  
   

 
∫   

 
 [

 

 
(    ]

   

  
 

 

 

  
 

 
∫   

 
  (        

 

    
   

 

 

 

  
 

 
 

 

    
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

 
 

 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

  (     
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

     ) انعلالخ ثٍٛ ركبيهٙ أٔنش حٛث: 
 (   (  

 (    
 

 ُْب:

 (     
 (   (  

 (    
 

 (   (  

 (   
 

 

     
 ( 

 

 
         ) 

 
 

    
 (

 

 
  ) 
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) نمذ حصهُب عهٗ 
 

 
  يٍ الأعظ حٛث  (  

 

 أعّ   
 

 
  َعٛف نّ ٔاحذ فٛصجح  

 

 
 

 

 
ٔحصهُب عهٗ  

) ٔنزنك         ح َعٛف نلأط ٔاحذ فٛصج        )يٍ أط   انـ
 

 
  ) 

 ٔيُّ:

 (   (  

 (   
 

 

     

 (
 
 )

 (  

 (  
 
 )

 

 (   (   (  
 

 
)  

 

     
 (

 

 
)  (   (    

 (   (  
 

 
)  

 

     
 (   (    

) حٛث 
 

 
)  كًب حغجُبِ ثبنًحبظشح انغبثمخ.  √ 

 ٔيُّ:

 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    

 

[فٙ انحمٛمخ إٌ ٔجٕد انمًٛخ انًطهمخ فٙ انزبثع انًكبيم ٔ كٌٕ يجبل انًكبيهخ ْٕ  (2 فلا  ]     

 :ثذ أٌ َزخهص يٍ انمًٛخ انًطهمخ ٔ رنك كًب ٚهٙ 

 :نًب كبٌ 

    ,
        
        

 

 :ًٚكٍ رمغٛى يجبل انًكبيهخ كًب ٚهٙ 

  ∫         

  

  

 ∫     

 

  

 ∫       

  

 

       

 :ٔ نُحغت كم يًُٓب عهٗ حذٖ أٚعبً 
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   ∫     

 

  

    
    

∫     

 

 

 
 

 
   

    
[   ] 

  
 

 
[     ]  

 

 
 

   ∫       

  

 

    
    

∫      

 

 

  
 

 
   

    
[    ] 

  

  
 

 
   

    
[      ] 

  
 

 
 

 :ٔثبنزبنٙ 

        
 

 
 

فبنزكبيم انًعطٗ يزمبسة ٔ لًٛزّ 
 

 
. 

 

 ْزا انزكبيم يٍ انشكم: (3

 (     ∫
    

(       
  

 

 

 

 حٛث:

    
 

 
   

 

 
   

 

 
 

              
 

 
 

 

 
 

  ∫
 
 
 

(     
   

 

 

  (
 

 
 
 

 
)  

 (
 
 )

 (
 
 )

 (  
 

 َزكش أٌ:

 

 
 

 

 
             

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 (    (        (     
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 ٔيُّ:

  
 (

 
 
  )  (

 
 

 
 
 )

 
 

  
 

 
 (

 

 
)  (

 

 
 

 

 
) 

 حٛث َلاحع أَٓب يٍ انشكم:

 (   (  
 

 
) 

 فحغت لبعذح نٛجبَذس:

 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    

 ثبنعٕدح نهًثبل:

  
 

 

√ 

 
 (

 
 
)  

 ( (
 

 
))  

 

 

√ 

  
 
 

  (
 

 
) 

  
 

 

√ 

  
 
 

 √  
√   

 
 

 

 √ 
 

 انغؤال انشاثع

 َطجك لبعذح لاٚجزُض : (1

  (  

  
 ∫

 

  
    

       

 

 

 

   ∫     
       

 

 

 

   ∫          

 

 

   

 ٔ رنك ثبنزجضئخ إر َفشض : xأيب اٌٜ فغُكبيم ثبنُغجخ نـ  xٔ نٛظ   الاشزمبق كبٌ ثبنُغجخ نـ >>
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  (  

  
 * 

    

 
     +

 

 

 
 

 
∫          

 

 

   
 

 
 

 

 
∫          

 

 

   

 َطجك انزجضئخ يشح أخشٖ :

                   

              
 

 
      

  (  

  
 

 

 
 

 

 

(

 
 
 
*
    

 
     +

 

 

⏟          
  

 
 

 
∫          

 

 

  

⏟          
  (  
  )

 
 
 

 

 

  (  

  
 

 

 
 

  

  

  (  

  
 (  

  

  
)
  (  

  
 

 

 
 

 
     

  

  (  

  
 

 

 
  

  (  

  
 

 

     
  

 حصهُب عهٗ يعبدنخ رفبظهٛخ لبثهخ نفصم انًزحٕلاد كًب ٚهٙ :

  (   
   

     
 

  (   ∫
   

     
 

 

 
  (         

 : cنحغبة انثبثذ 

   (   
 

 
  (        

 

 
   (    

 َعٕض :

 (   
 

 
  (       

 

 
  (    

 

 
  (  (

 

 
)
 

)  
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 إن الدالة المعطاة محققة لشروط دٌركلٌه على المجال المذكور و هً فضلاً عن ذلك دالة زوجٌة : (2

   
 

 
∫  

 

  

   
   

 
 

   
 

 
∫  ⏟

 

 

  

      ⏟    
  

   
 

  
  تجزئة مرتٌن)         )

   
 

 
∫       ⏟      

تابع فردي

 

  

     

 بالتعوٌض فً متسلسلة فورٌٌه : 

 (      
  

 
  ∑

(    

  
     

 

   

  

أما عند الأطراف :        و ذلك عندما 
 

 
( (       (    )     

 :  و بٌان دالة المجموع على 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

   2017الاولى حل الدورة الفصليت انخهى 
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 ( :2017) انفصهٛخ انثبَٛخأعئهخ انذٔسح 

السؤال الأول برهن ما ٌلً: 

∑الشرط اللازم لتقارب متسلسلة التوابع  -1   (  
 
هو   على مجال ما    ) بانتظام من التابع     

  أن ٌسعى حدها العام إلى التابع الصفري بشكل منتظم على 
 عددٌن موجبٌن فإن:     برهن أنه إذا كان  -2

 (     
 (    (  

 (    
 

السؤال الثبني : 

 حٌث {  )   ادرس التقارب ) المنتظم أم غٌر المنتظم( لمتتالٌة التوابع   -1

  (   
 

 [   ]  المعرفة على المجال           

 أوجد قٌمة الجداء التالً : -2

∏
    

    

 

   

 

السؤال الثبلث : 

  )   )  أثبت قاعدة لٌجاندر  -1
 

 
)  

√ 

      (    

∫انطلاقاً من المساواة :  -2
  

    

 

 
 

 

 

 

√ 
احسب قٌمة التكامل              )   

∫
  

(    )
   

 

 
 a>0حٌث   

∫  احسب التكامل -3          
 

 
 

 عدد صحٌح موجب .nحٌث                

[على المجال       ) :انشر فً متسلسلة فورٌٌه التابع   مع رسم بٌان  ]     السؤال الرابع

∑ثم احسب المجموع  ℝدالة المجموع للمتسلسلة على 
(    

  
 
    

 الأسئلتانخهج 
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 ( :2017-2016) انفصهٛخ الأٔنٗأعئهخ انذٔسح حم 

 انغؤال الأٔل

∑انششغ انلاصو نزمبسة يزغهغهخ انزٕاثع -1  𝒇𝒏(𝒙 
 
𝒏 𝟏  ثبَزظبو يٍ انزبثع𝒇(𝒙   عهٗ يجبل يب𝑰 

 𝑰ْٕ أٌ ٚغعٗ حذْب انعبو إنٗ انزبثع انصفش٘ ثشكم يُزظى عهٗ 

∑لدٌنا المتسلسلة     (  
 
متقاربة    )  أي متتالٌة مجامٌعها الجزئٌة   متقاربة بانتظام على       الحل :

 ومنه:  بانتظام على 

 :ثحٛث ٚكٌٕ     ٕٚجذ عذد غجٛعٙ     أٚبً كبٌ 

  من   ومن أجل جمٌع قٌم        لأجل       )     )   

                نأخذ 

     )  وبدل      )ومن ثم نأخذ بدل 

 محققة:      )     )   

     ٌوجد     لأجل كل       )   نجد أن 

     عندما         )   بحٌث ٌكون 

 .    ) متتالٌة توابع متقاربة بانتظام من التابع الصفري  {  )   أي أن 

 

 عذدٍٚ يٕججٍٛ فئٌ: 𝒑  𝒒ثشٍْ أَّ إرا كبٌ 2-

𝑩(𝒑 𝒒)  
𝜞(𝒑) 𝜞(𝒒)

𝜞(𝒑  𝒒)
 

الإثببث :

 َأخز

 (    ∫     
         

 

 

 

 (    ∫     
         

 

 

 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

 Maths_WhatsApp : 099192114          Facebook_Page : IOM           F.B Group : Syria math-2nd year 
 

13 

 ثعشة انزكبيهٍٛ غشفبً نطشف 

 (    (    ∫ ∫   (     )                 
 

 

 

 

 

 :َُزمم إنٗ الإحذاثٛبد انمطجٛخ( انثُبئٙ)ٔنحغبة ْزا انزكبيم انًعبعف 

         

                                 

              

 :لأَّ ثحغت انٛعمٕثٙ

  |

  

  

  

  
  

  

  

  

|  |

  

  

  

  
  

  

  

  

| 

 |
          
         

|                

                                                 (               

 :ٔانزكبيم فٙ ْزِ انحبنخ ٚأخز انشكم انزبنٙ

∬ (      

 

 ∬ (                      

 :ثبنعٕدح لإثجبد انًجشُْخ

 :حذٔد انزكبيم

      

    
 

 
 

 ْٔٙ يغبحخ انشثع الأٔل

 (كَٕٓب يغزمهٍٛ عٍ ثععًٓب )ثبنزعٕٚط رجًٛع انًزحٕلاد 

 (    (    ∫ (    
                 

 

 

   ∫ (                     

 
 

 

 

 (    (    ∫     
   (         

 

 

  ∫                     
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  (    (    (      (     

     ) ٔثبنزبنٙ ْٙ        )  ُْٔب نذُٚب       ٚحٕ٘     ) لأٌ  

  (   )  
Γ( ) Γ( )

Γ(   )
 

 انثبَٙانغؤال 

   )  حٛث    )   نًززبنٛخ انزٕاثع ) انًُزظى أو غٛش انًُزظى  ادسط انزمبسة  -  
 

انًعشفخ عهٗ           

 [   ]  انًجبل 

 الحل :

 : ثذاٚخ َلاحع أٌ 

   
    

  (     

 :رعطٗ رفصٛلاً ثبنشكم    )  كًب أَُب َلاحع أٌ انزٕاثع 

  (   

{
 
 

 
 

        
 

  
      

 

 
 

    
       

 

   )  ٔ نُثجذ أٌ 
 

  
   )     عُذْب ٚكٌٕ  

 

  
  

 :ٔ لإثجبد رنك َكزت 

  (                      

 :َمهت غشفٙ انًزشاجحخ 

  
 

    
 

 

  
 

   ) فُلاحع أٌ 
 

  
 :ٔ ثبنزبنٙ   يٍ   نكم  

   
   

  (   
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 فبنزمبسة يُزظى 

 

 أٔجذ لًٛخ انجذاء انزبنٙ :-2 

∏
𝒏𝟑  𝟏

𝒏𝟑  𝟏

 

𝒏 𝟐

 

الحل : {   نشكل متتالٌة الجداءات الجزئٌة 

           ∏
    

    
 ∏

(    (       

(    (       

 

   

 

   

 

                ∏
   

   
 ∏

      

      

 

   

 

   

 

           
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

   

 
 
   

   
 
 

 
 
  

 
 

      

      
 

              
 

 (    
 
      

 
    

   
   

 

 
 

أ٘ أٌ لًٛخ انجذاء ْٙ 
 

 
 ٔانجذاء يزمبسة 

 انثبنثانغؤال 

𝜞 (𝒑)𝜞أثجذ لبعذح نٛجبَذس -1  (𝒑  
𝟏

𝟐
)  √𝝅

𝟐𝟐𝒑 𝟏
𝜞(𝟐𝒑  

 الحل : نذُٚب

 (     ∫     (          
 

 

 ∫ (           
 

 

 

 َمٕو ثبلإرًبو إنٗ يشثع كبيم حٛث

(       (     
 

 
 

 

 
)  

 

 
 (

 

 
  )

 

 

 :ثبنعٕدح نهزكبيم انغبثك ٔ انزعٕٚط 
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 (     ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   
 

 

 

   ) ٔ نًب كبٌ انزبثع
 

 
 (

 

 
  )

 
  ٚشعى لطعبً يكبفئبً فئَّ ٚكٌٕ يزُبظشاً ثبنُغجخ نًحٕس رُبظشِ  

 

 
 

 (      ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   

 
 

 

 

 

َفشض                               
 

 
  (

 

 
  )

 
 

 :أٔ

 

 
 
 
  (

 

 
  ) 

 :َفبظم انطشفٍٛ

 

 
  

 
         

     
 

 
  

 
     

 :ثبنزعٕٚط ثبنزكبيم

 (       ∫ [
 

 
 (

 

 
 )]

   

 ( 
 

 
  

 
 )    

 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [

 

 
 

 

 
 ]

   

   
 

 

        ∫
 

 
  

 
 [

 

 
(    ]

   

   
 

 

 

  
   

 
∫   

 
 [

 

 
(    ]

   

  
 

 

 

  
 

 
∫   

 
  (        

 

    
   

 

 

 

  
 

 
 

 

    
∫   

 
 (          
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∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

  (     
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

     ) : انعلالخ ثٍٛ ركبيهٙ أٔنش حٛث
 (   (  

 (    
 

 :ُْب

 (     
 (   (  

 (    
 

 (   (  

 (   
 

 

     
 ( 

 

 
         ) 

 
 

    
 (

 

 
  ) 

 :ٔيُّ

 (   (  

 (   
 

 

     

 (
 
 )

 (  

 (  
 
 )

 

 (   (   (  
 

 
)  

 

     
 (

 

 
)  (   (    

 (   (  
 

 
)  

 

     
 (   (    

) حٛث 
 

 
)  √  . 

 :ٔيُّ

 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    
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∫اَطلالبً يٍ انًغبٔاح : -2 
𝒅𝒙

𝒂 𝒙𝟐
 

𝟎
 

𝝅

𝟐

𝟏

√𝒂
   (𝟏       𝒂 احغت لًٛخ انزكبيم   𝟎 

∫
𝒅𝒙

(𝒂 𝒙𝟐)
𝒏 𝟏

 

𝟎
 a>0حٛث   

 الحل:
 : a( ثبنُغجخ نهٕعٛػ 1َشزك غشفٙ انعلالخ )

∫
  

(      
  

 

 

  
 

 

 

 
 

 

 √ 
 

 ∫
 

(      
  

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 √ 
 

 َشزك يشح أخشٖ :

∫
    

(      
  

 

 

  
 

 

 

 

 

 
 

 

  √ 
 

 ∫
   

(      
  

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

  √ 
 

 يشح فُجذ أٌ : nٔ َكًم حزٗ َشزك 

∫
  

(        
  

 

 

 
 

 

 

  
 

 

  √ 
 

 :   َمغى انطشفٍٛ عهٗ 

∫
  

(        

 

 

 
 

 

 

    
 

 

  √ 
 

 نكٍ :
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              ⏟      
  يشح

            (    (    (     (             

 (     

 إراً ٚكٌٕ :

∫
  

(        

 

 

 
 

 

 

(    
 

 

  √ 
 

 

 (      √ 
  

𝑱احغت انزكبيم-3   ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒏 𝜽  𝒅𝜽
𝝅

𝟐

𝟎
              𝟎  𝒎 𝒏  عذد صحٛح يٕجت .nحٛث   

 رغٛٛش انًزحٕل:ثبعزخذاو 

               
 
  

        
 

 
  

 
     

     √    (     
 
  

 ثزغٛٛش حذٔد انزكبيم

        

  
 

 
     

  
 

 
∫ ( 

 
 )

  

   
 
  

 

    
   

 

 

 

  
 

 
∫      

 
  

 

    
   

 

 

 

  
 

 
∫    

 
  (     

 
    

 

 

 

   
 

 
 (  

 

 
  
 

 
) 

 فٙ     n+1/2   ,   1/2ٔ نكٍ كٛف عشفُب أٌ انًغبلػ ْٙ 

 (  
 

 
  
 

 
) 
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 :نذُٚب يٍ انمٕٖ 

(     
 
                

 
  

 :ٔ ثبنًمبسَخ يع انشكم انعبو نهزكبيم انجزبٔ٘

      
 

 
     

 

 
     

 

 
 

     
 

 
    

 

 
   

 

 
 

 

 :نزنك

  
 

 
 (  

 

 
  
 

 
) 

   
 

 
 
 (  

 
 )

 (
 
 )

 (    
 

 
 

 

(  
 
 ) (  

 
 )

 
 
 
* (

 
 )

+
 

  
 

 :حٛث

 (  
 

 
)  (  

 

 
)  (  

 

 
) 

 :ٔ رنك ثبلاعزفبدح يٍ انعلالخ

 (       (   

     )أ٘ غشحُب ٔاحذ يٍ انـ 

) *َٕحذ انًمبيبد يع يلاحظخ أٌ : نهزًشٍٚثبنعٕدح 
 

 
)+

 
   

  
 

 

(     (           

     
 

 
 

 
 
(     (         

     
 

 :     نحغبة 
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            ⏟      
يشح

 

         (       

       (           (          (    (    (     (          (     (    

                     (     

 :ٔ نذُٚب 

(     (          (       

 

 :ٔيُّ

  
 

 
 
(      

(    
 

 انشاثعانغؤال 

 إن الدالة المعطاة محققة لشروط دٌركلٌه على المجال المذكور و هً فضلاً عن ذلك دالة زوجٌة :

   
 

 
∫  

 

  

   
   

 
 

   
 

 
∫  ⏟

 

 

  

      ⏟    
  

   
 

  
(               

   
 

 
∫       ⏟      

تابع فردي

 

  

     

 بالتعوٌض فً متسلسلة فورٌٌه : 

 (      
  

 
  ∑

(    

  
     

 

   

  

أما عند الأطراف :        و ذلك عندما 
 

 
( (       (    )     

 :     و بٌان دالة المجموع على 
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 فً الطرفٌن و عزلنا المتسلسلة لنتج لدٌنا :    بفرض  

   
  

 
  ∑

(    

  
     

 

   

 

  
  

  
 ∑

(    

  

 

   

 

   2017الثبنيت حل الدورة الفصليت انخهى 
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 ( :2017) انفصهٛخ الإظبفٛخأعئهخ انذٔسح 

:(   20)السؤال الأول 

 ثشٍْ إحذٖ انًجشُْزٍٛ انزبنٛزٍٛ : 

من تابع النهاٌة   و بفرض إنها متقاربة بانتظام  على   متتالٌة توابع معرفة على المجال  {  )   لتكن   -1

 .  ٌكون مستمراً على    ) فإن التابع   , عندئذٍ إذا كانت حدود المتتالٌة توابع مستمرة على   ) 

 حٛث[   ]  يغزًشح ٔيعشفخ عهٗ انًجبل انًغهك  {  )   نزكٍ نذُٚب يززبنٛخ انزٕاثع  -2

 عُذئزٍ    ) يٍ ربثع انُٓبٚخ  ٔثفشض أٌ ْزِ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ            

 ٔٚحمك انعلالخ:  لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) انزبثع 

   
   

∫   (     ∫    
   

  (     ∫  (    
 

 

 

 

 

 

 

 :(30)السؤال الثبني 

المعرفة       )  حٌث  {  )   ادرس التقارب )المنتظم أو غٌر المنتظم ( لمتتالٌة التوابع  -1

        حٌث  [   ]على المجال 

∏ادرس تقارب الجداء التالً :  -2 (     
) 

 و احسب قٌمته فً حال تقاربه.             

 تقارب المتسلسلة :أوجد منطقة  -3

∑
(     

 (     

 

   

 

 : (30)السؤال الثبلث

  )   ) أثجذ لبعذح نٛجبَذس -1
 

 
)  

√ 

     
  (    

∫  أوجد قٌمة التكامل  -2             
 

 
 

  ثم وجد قٌمة التكامل من أجل  

       
 ادسط رمبسة انزكبيم  -3

  ∫         

  

  

         

 :(20)السؤال الرابع 

[فً متسلسلة فورٌٌه على المجال       ) انشر التابع   .  مع رسم بٌان دالة المجموع للمتسلسلة على  ]    

 

 انخهج الأسئلت
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 ( :2017-2016) انفصهٛخ الأٔنٗأعئهخ انذٔسح حم 

 انغؤال الأٔل

يٍ ربثع  𝑰ٔ ثفشض إَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو  عهٗ  𝑰يززبنٛخ رٕاثع يعشفخ عهٗ انًجبل  { 𝒇𝒏(𝒙 نزكٍ  -1

  𝑰ٚكٌٕ يغزًشاً عهٗ   𝒇(𝒙فئٌ انزبثع  𝑰, عُذئزٍ إرا كبَذ حذٔد انًززبنٛخ رٕاثع يغزًشح عهٗ  𝒇(𝒙انُٓبٚخ 

  الحل :

ثحٛث      يزمبسثخ ثبَزظبو فئَّ ٕٚجذ عذد غجٛعٙ  {  )   ثًب أٌ انًززبنٛخ     ٔنٛكٍ      نٛكٍ 

    )    )   ٚكٌٕ 
 

 
  Iيٍ   ٔيٍ أجم جًٛع لٛى      عُذيب  

δٕٚجذ       حذٔدْب رٕاثع يغزًشح ٔيُّ يٍ أجم    )    :ٔٚحمك     ثحٛث ٚكٌٕ    

   (     (     
 

 
                   

   
    

  (     (                       

         ثحٛث ٚكٌٕ     ٕٚجذ     أ٘ يٍ أجم كم 

 :فئٌ

  (    (       (     (     (     (      (     (     

   (     (       (     (        (     (     

 
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 . يغزًشح عهٗ    ) أ٘      ٔثبنزبنٙ    يغزًشح فٙ    ) أ٘ أٌ انذانخ 

𝑰يغزًشح ٔيعشفخ عهٗ انًجبل انًغهك    𝒇𝒏(𝒙 نزكٍ نذُٚب يززبنٛخ انزٕاثع  -2  [𝒂 𝒃]حٛث 

    𝒂  𝒃  عُذئزٍ   𝒇(𝒙يٍ ربثع انُٓبٚخ 𝑰ٔثفشض أٌ ْزِ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ     

 ٔٚحمك انعلالخ: 𝑰لبثم نهًكبيهخ عهٗ   𝒇(𝒙انزبثع 

𝒍𝒊𝒎𝒏  ∫ 𝒇𝒏(𝒙 𝒅𝒙  ∫ 𝒍𝒊𝒎𝒏  𝒇𝒏(𝒙 𝒅𝒙  ∫ 𝒇(𝒙 𝒅𝒙
𝒃

𝒂

𝒃

𝒂

𝒃

𝒂
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 الحل :

   ) يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ انزبثع  {  )   ٔ انًززبنٛخ  [   ]فٙ انًززبنٛخ يغزًشح عهٗ    )  ثًب أٌ انزٕاثع 

 ٔ نذُٚب : [   ]يغزًشاً  ٔ ثبنزبنٙ لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) ٚكٌٕ انزبثع 

   
   

  (    (   

َأخز          
 

   
                ٔ ثبنزبنٙ               

 ثحٛث ٚكٌٕ:     ٕٚجذ عذد غجٛعٙ 

 

||∫   (    
 

 ⏟      
انحذ انعبو

 ∫  (    
 

 ⏟      
انُٓبٚخ

||  |∫ [  (      (  ]   
 

 

| 

 ∫    (    (       ∫
 

   
    

 

 

 
 

 

 

    )    )   حٛث 
 

   
 ركٌٕ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو  

    
   

∫   (     ∫  (    
 

 

 

 

 ∫    
   

  (    
 

 

 

 انثبَٙانغؤال 

 𝒇𝒏(𝒙  𝒙𝒏حٛث  { 𝒇𝒏(𝒙 ادسط انزمبسة )انًُزظى أٔ غٛش انًُزظى ( نًززبنٛخ انزٕاثع  -1 

𝟎حٛث  [𝒑 𝒒]انًعشفخ عهٗ انًجبل   𝒑  𝒒  𝟏 

الحل : 

    [   ]   (      
   

  (      
   

     

 :ثغجت يب ٚهٙ              إٌ 

 (لأَٓب يززبنٛخ  ُْذعٛخ أعبعٓب أصغش رًبيبً يٍ انٕاحذ ثبنمًٛخ انًطهمخ) 

 .ٔعهٗ أ٘ جضء يٍ ْزا انًجبل ْٙ يزمبسثخ َمطٛبً أٚعبً , ٔيُّ انًززبنٛخ يزمبسثخ َمطٛبً عهٗ ْزا انًجبل 
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 :َهجأ نهزعشٚف: نُثجذ أٌ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو

  )     ٕٚجذ     م كم يٍ أج
   

   
 :ثحٛث ٚكٌٕ (

   (    (                

      :انًحممخ نهًزجبُٚخ  nٔ ثمٙ نكٙ أٌ رزمبسة انجحث عٍ 

              

           
   

   
 

 :َمهت إشبسح انًزشاجحخ فٛصجح( يحصٕس ثٍٛ انصفش ٔانٕاحذ  xلأٌ)يمذاس عبنت    ٔنكٍ ثًب أٌ 

  
   

   
 

   

   
             [   ] 

     َٔشٚذ رصغٛش انكغش نزنك َكجش انًمبو ٔٚكٌٕ رنك ثأخز    ٔ  ٚجت أٌ لا ٕٚجذ علالخ ثٍٛ 

  )       ٚحمك أَّ عُذيب   عذد     ٕٚجذ كم 
   

   
 فئٌ (

   (    (                

 .انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو

∏ادسط رمبسة انجذاء انزبنٙ : -2  (𝟏  𝒙𝟐
𝒏
) 

𝒏 𝟎      𝒙  𝟏 .ّاحغت لًٛزّ فٙ حبل رمبسث ٔ 

الحل : 

∏(     
)

 

   

         

 بداٌة لنشكل متتالٌة المجامٌع الجزئٌة و التً حدها العام  :

   ∏(     
)

 

   

 (    (     (     (      (     
) 

و الآن و بهدف تبسٌط الحد العام من أجل التمكن من حساب نهاٌته بسهولة لنضرب الطرفٌن بالمقدار 

(       
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      (       (    (    ⏟        
(     

(     (     (      (     
) 

     (       (     (     ⏟          
(     

(      (     
) 

     (       (     (     (      (     
) 

                         (     
)(     

)     (   
)
 
        

        
 

                     
(       

)

   
 

           و بملاحظة أن    بأخذ نهاٌة 
 نستنج أن :      لأن    

             
   

   
 

   
 

  أي أن الجداء متقارب وقٌمته: 
 

   
 

 أٔجذ يُطمخ رمبسة انًزغهغهخ :-3 

∑
(𝒙  𝟐 𝒏

𝒏(𝟓𝒏  𝟏 

 

 𝒏 𝟏

 

الحل : 

     يزغهغهخ لٕٖ يشكضْب 

 :رأخز ْزِ انًزغهغهخ انشكم      ثفشض 

∑
  

 (     

 

   

              (   

     
   

|
  

    
|     

   

 

 (     
 
(    (       
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  (  
 
  )

  (  
 
  )

 

       

[  فًجبل انزمبسة نهًزغهغهخ      [ 

 عهٗ انًزغهغهخ انًزجبعذح)*( ٚزى انحصٕل يٍ انًزغهغهخ     ٔنكٍ عُذيب 

∑
  

 (     

 

   

 

 عهٗ انًزغهغهخ انًزمبسثخ )*( ٚزى انحصٕل يٍ انًزغهغهخ      ٔعُذيب 

∑
(       

 (     

 

   

 

  لا رزمبسة إلا يٍ أجم جًٛع لٛى )*( ْٔزا ٚعُٙ أٌ انًزغهغهخ ]    ]ْٙ )*( إراً فًُطمخ رمبسة انًزغهغهخ 

 :انزٙ رحمك انششغ

 :انزٙ رحمك انششغ  ٔيُّ فبنًزغهغهخ الأصهٛخ لا رزمبسة إلا يٍ اجم لٛى         

         

 أ٘ 

           

       

 ]    ]ٔيُّ فًُطمخ رمبسة انًزغهغهخ الأصهٛخ ْٙ 

 انثبنثانغؤال 

𝜞 (𝒑)𝜞أثجذ لبعذح نٛجبَذس -1  (𝒑  
𝟏

𝟐
)  √𝝅

𝟐𝟐𝒑 𝟏
𝜞(𝟐𝒑  

 الحل :                                                                                                                  نذُٚب 

                 (     ∫     (          
 

 
 ∫ (                          

 

 
  

 َمٕو ثبلإرًبو إنٗ يشثع كبيم حٛث
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(       (     
 

 
 

 

 
)  

 

 
 (

 

 
  )

 

 

 :ثبنعٕدح نهزكبيم انغبثك ٔ انزعٕٚط 

 (     ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   
 

 

 

   ) ٔ نًب كبٌ انزبثع
 

 
 (

 

 
  )

 
  ٚشعى لطعبً يكبفئبً فئَّ ٚكٌٕ يزُبظشاً ثبنُغجخ نًحٕس رُبظشِ  

 

 
 

 (      ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   

 
 

 

 

 

َفشض                               
 

 
  (

 

 
  )

 
 

 :أٔ

 

 
 
 
  (

 

 
  ) 

 :َفبظم انطشفٍٛ

 

 
  

 
         

     
 

 
  

 
     

 :ثبنزعٕٚط ثبنزكبيم

 (       ∫ [
 

 
 (

 

 
 )]

   

 ( 
 

 
  

 
 )    

 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [

 

 
 

 

 
 ]

   

   
 

 

        ∫
 

 
  

 
 [

 

 
(    ]

   

   
 

 

 

  
   

 
∫   

 
 [

 

 
(    ]
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∫   

 
  (        

 

    
   

 

 

 

  
 

 
 

 

    
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

 
 

 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

  (     
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

     ) : انعلالخ ثٍٛ ركبيهٙ أٔنش حٛث
 (   (  

 (    
 

 :ُْب

 (     
 (   (  

 (    
 

 (   (  

 (   
 

 

     
 ( 

 

 
         ) 

 
 

    
 (

 

 
  ) 

 :ٔيُّ

 (   (  

 (   
 

 

     

 (
 
 )

 (  

 (  
 
 )

 

 (   (   (  
 

 
)  

 

     
 (

 

 
)  (   (    

 (   (  
 

 
)  

 

     
 (   (    

) حٛث 
 

 
)  √  . 

 :ٔيُّ
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 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    

 

𝑰أٔجذ لًٛخ انزكبيم  -2  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒎 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒏 𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟐

𝟎
𝒎ثى ٔجذ لًٛخ انزكبيم يٍ أجم    𝟒  𝒏  𝟔 

  الحل : 

  ∫               

 
 

 

                 

 :حغت انشكم انًثهثٙ نهزكبيم انجزبٔ٘

 (      ∫                     

 
 

 

 

                
   

 
 

                
   

 
 

  ∫               

 
 

 

 

 
 

 
 (

   

 
 
   

 
) 

         حبنخ خبصخ عُذيب  ٔ نُأخز 

  ∫               
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 (

 

 
 
 

 
)  

 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

 (
  
 )

 

 
 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

 (  
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         
  [ (

 

 
)]

 

 

 :حٛث

 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 

 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 

 (      

 :ٔثبنزبنٙ ثبلاخزصبس َجذ

  
  

  
 

  

   
 

 ادسط رمبسة انزكبيم - 3

𝑰  ∫ 𝒆 𝒂 𝒙 𝒅𝒙

  

  

     𝒂   𝟎

  الحل : 

[فٙ انحمٛمخ إٌ ٔجٕد انمًٛخ انًطهمخ فٙ انزبثع انًكبيم ٔ كٌٕ يجبل انًكبيهخ ْٕ  فلا ثذ أٌ  ]     

 :َزخهص يٍ انمًٛخ انًطهمخ ٔ رنك كًب ٚهٙ 

,                :نًب كبٌ 
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 :ًٚكٍ رمغٛى يجبل انًكبيهخ كًب ٚهٙ 

  ∫         

  

  

 ∫     

 

  

 ∫       

  

 

       

 :ٔ نُحغت كم يًُٓب عهٗ حذٖ أٚعبً 

   ∫     

 

  

    
    

∫     

 

 

 
 

 
   

    
[   ] 

  
 

 
[     ]  

 

 
 

   ∫       

  

 

    
    

∫      

 

 

  
 

 
   

    
[    ] 

  

  
 

 
   

    
[      ] 

  
 

 
 

 :ٔثبنزبنٙ 

        
 

 
 

فبنزكبيم انًعطٗ يزمبسة ٔ لًٛزّ 
 

 
.  

 انشاثعانغؤال 

 دٌركلٌه على المجال المذكور و هً فضلاً عن ذلك دالة زوجٌة :إن الدالة المعطاة محققة لشروط 

   
 

 
∫  

 

  

   
   

 
 

   
 

 
∫  ⏟

 

 

  

      ⏟    
  

   
 

  
(               

   
 

 
∫       ⏟      

تابع فردي
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 بالتعوٌض فً متسلسلة فورٌٌه : 

 (      
  

 
  ∑

(    

  
     

 

   

  

أما عند الأطراف :        و ذلك عندما 
 

 
( (       (    )     

 :     و بٌان دالة المجموع على 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فً الطرفٌن و عزلنا المتسلسلة لنتج لدٌنا :    بفرض  

   
  

 
  ∑

(    

  
     

 

   

 

  
  

  
 ∑

(    

  

 

   

 

   2017الإضبفيت حل الدورة الفصليت انخهى 
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 ( :2016) انفصهٛخ الأنٗأعئهخ انذٔسح  

السؤال الأول : برهن إحدى المبرهنتٌن الآتٌتٌن:  

∑الشرط اللازم لتقارب متسلسلة التوابع  -1   (  
 
هو   على مجال ما    ) بانتظام من التابع     

 .  أن ٌسعى حدها العام إلى التابع الصفري بشكل منتظم على 
من تابع   و بفرض أنها متقاربة بانتظام على   متتالٌة توابع معرفة على المجال  {  )   لتكن  -2

ٌكون   ) فإن التابع   عندئذٍ إذا كانت حدود هذه المتتالٌة توابع مستمرة على   ) النهاٌة 
 . مستمراً على 

 السؤال الثبني :

∏ادرس تقارب الجداء التالً :  -1 (     
) 

 احسب قٌمته فً حال تقاربه.و              

   )  حٌث  {  )   ادرس التقارب )المنتظم أو غٌر المتنظم ( لمتتالٌة التوابع  -2
 

       

 . [   ]  المعرفة على المجال
للمتسلسلة التالٌة :  ]   [  )المنتظم أو غٌر المنتظم ( على المجال ادرس التقارب  -3

∑
(    

 
 
     

 السؤال الثبلث : 

∫ادرس قٌمة التكامل  -1             
 

 
 

 .        ثم أوجد قٌمة التكامل من أجل  

  )   ) أثبت قاعدة لٌجاندر  -2
 

 
)  

√ 

      (    

∫  ادرس تقارب التكامل  -3          
 

 s>0حٌث    

 السؤال الرابع : 

∫  احسب قٌمة التكامل  -1  (     
 

 
 عدد طبٌعً . nو      حٌث    

∫أثبت أن  -2     
        

 

 
 

√ 

 
    

 

    

 

اَزٓذ الاعئهخ 
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 ( :2016) انفصهٛخ الأنٗأعئهخ انذٔسح حم 

السؤال الأول : المبرهنتٌن الآتٌتٌن: إحدىبرهن   

∑انششغ انلاصو نزمبسة يزغهغهخ انزٕاثع -1  𝒇𝒏(𝒙 
 
𝒏 𝟏  ثبَزظبو يٍ انزبثع𝒇(𝒙   عهٗ يجبل يب𝑰  ْٕ

 𝑰أٌ ٚغعٗ حذْب انعبو إنٗ انزبثع انصفش٘ ثشكم يُزظى عهٗ 

∑لدٌنا المتسلسلة     (  
 
متقاربة    )  أي متتالٌة مجامٌعها الجزئٌة   متقاربة بانتظام على       الحل :

 ومنه:  بانتظام على 

 بحٌث ٌكون:     ٌوجد عدد طبٌعً     أٌاً كان 

  من   ومن أجل جمٌع قٌم        لأجل       )     )   

                نأخذ 

     )  وبدل      )ومن ثم نأخذ بدل 

 محققة:      )     )   

     ٌوجد     لأجل كل       )   نجد أن 

     عندما         )   بحٌث ٌكون 

 .    ) متتالٌة توابع متقاربة بانتظام من التابع الصفري  {  )   أي أن 

يٍ ربثع  𝑰ٔ ثفشض أَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ  𝑰يززبنٛخ رٕاثع يعشفخ عهٗ انًجبل    𝒇𝒏(𝒙 نزكٍ -2 

ٚكٌٕ  𝒇(𝒙فئٌ انزبثع  𝑰عُذئزٍ إرا كبَذ حذٔد ْزِ انًززبنٛخ رٕاثع يغزًشح عهٗ  𝒇(𝒙انُٓبٚخ 

 .𝑰يغزًشاً عهٗ 

الحل :     متقاربة بانتظام فإنه ٌوجد عدد طبٌعً  {  )   بما أن المتتالٌة     ولٌكن      لٌكن  

    )    )   بحٌث ٌكون 
 

 
  Iمن   ومن أجل جمٌع قٌم      عندما  

δٌوجد       حدودها توابع مستمرة ومنه من أجل    )    وٌحقق:     بحٌث ٌكون    

   (     (     
 

 
                   

   
    

  (     (                       

         بحٌث ٌكون     ٌوجد     أي من أجل كل 
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 فإن:

  (    (       (     (     (     (      (     (     

   (     (       (     (        (     (     

 
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 . مستمرة على    ) أي       و أن :   مستمرة فً    ) أي أن الدالة 

 السؤال الثبني :

∏ادسط رمبسة انجذاء انزبنٙ : -1  (𝟏  𝒙𝟐
𝒏
) 

𝒏 𝟎      𝒙  𝟏 .ّاحغت لًٛزّ فٙ حبل رمبسث ٔ 

∏(     
)

 

   

         

 بداٌة لنشكل متتالٌة المجامٌع الجزئٌة و التً حدها العام  :

   ∏(     
)

 

   

 (    (     (     (      (     
) 

و الآن و بهدف تبسٌط الحد العام من أجل التمكن من حساب نهاٌته بسهولة لنضرب الطرفٌن بالمقدار 

(       

      (       (    (    ⏟        
(     

(     (     (      (     
) 

     (       (     (     ⏟          
(     

(      (     
) 

     (       (     (     (      (     
) 

                         (     
)(     

)     (   
)
 
        

        
 

                     
(       

)

   
 

           و بملاحظة أن    بأخذ نهاٌة 
 نستنج أن :      لأن    
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  أي أن الجداء متقارب وقٌمته: 
 

   
 

  𝒇𝒏(𝒙حٛث    𝒇𝒏(𝒙 ادسط انزمبسة )انًُزظى أٔ غٛش انًزُظى ( نًززبنٛخ انزٕاثع -2 
𝒙

𝟏 𝒏𝟐𝒙𝟐
 

𝑰انًعشفخ عهٗ انًجبل  [𝟎 𝟏] 

 الحل:

 بداٌة نلاحظ أن : 

   
    

  (     

 تعطى تفصٌلاً بالشكل :   )  كما أننا نلاحظ أن التوابع 

  (   

{
 
 

 
 

        
 

  
      

 

 
 

    
       

 

   )  و لنثبت أن 
 

  
   )     عندها ٌكون  

 

  
  

 نكتب :و لإثبات ذلك 

  (                      

 نقلب طرفً المتراجحة :

  
 

    
 

 

  
 

   ) فنلاحظ أن 
 

  
 و بالتالً :  من   لكل  

   
   

  (   
 

  
    

   

 

  
   

 فالتقارب منتظم 

𝑰ادسط انزمبسة )انًُزظى أٔ غٛش انًُزظى ( عهٗ انًجبل -3  نهًزغهغهخ انزبنٛخ :  ]𝟏 𝟎[ 

∑
( 𝒙 𝒏

𝒏

 
𝒏 𝟏 

الحل إن : 
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∑
(    

 

 

   

 ∑(    
  

 

 

   

 ∑   (     (  

 

   

 

∑المتسلسلة    (  
 
    ∑ (     

 متسلسلة هندسة و متتالٌة مجامٌعها الجزئٌة:    

  (   (    (     (       (      
(    (      

   
 

  

 

   
   

  (      
   

   (      

   
 

  

   
  (   

 تسعى للانهاٌة هً الصفر.   عندما        )حٌث نهاٌة 

  (   
  

   
 ]   [              و            

   (    |
   (      

   
|  ⏟

اردبحذف المقام ٌكبر المق

    (        ⏟
             

              

 ]   [المتسلسلة محدودة على 

   )  حٌث   {  )   المتتالٌة 
 

 
 . متناقصة ومتقاربة بانتظام من التابع الصفري على  

 ديريكليهوبالتالً المتسلسلة المعطاة متقاربة بانتظام حسب اختبار 

 

 

 السؤال الثبلث : 

∫ادسط لًٛخ انزكبيم -1  𝒔𝒊𝒏𝒎 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒏 𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟐

𝟎
𝒎ثى أٔجذ لًٛخ انزكبيم يٍ أجم    𝟒  𝒏  𝟔 

الحل : 

  ∫               
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 حسب الشكل المثلثً للتكامل البتاوي:

 (      ∫                     

 
 

 

 

                
   

 
 

                
   

 
 

  ∫               

 
 

 

 

 
 

 
 (

   

 
 
   

 
) 

         و لنأخذ حالة خاصة عندما  

  ∫               

 
 

 

 

 
 

 
 (

 

 
 
 

 
)  

 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

 (
  
 )

 

 
 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

 (  
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         
  [ (

 

 
)]

 

 

 حٌث:

 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 
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 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 

 (      

 وبالتالً بالاختصار نجد:

  
  

  
 

  

   
 

𝜞(𝒑)𝜞أثجذ لبعذح نٛجبَذس -2  (𝒑  
𝟏

𝟐
)  √𝝅

𝟐𝟐𝒑 𝟏
𝜞(𝟐𝒑  

 الحل :

 لدٌنا

 (     ∫     (          
 

 

 ∫ (           
 

 

 

 نقوم بالإتمام إلى مربع كامل حٌث

(       (     
 

 
 

 

 
)  

 

 
 (

 

 
  )

 

 

 بالعودة للتكامل السابق و التعوٌض :

 (     ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   
 

 

 

   ) و لما كان التابع
 

 
 (

 

 
  )

 
  ٌرسم قطعاً مكافئاً فإنه ٌكون متناظراً بالنسبة لمحور تناظره  

 

 
 

 (      ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   

 
 

 

 

 

نفرض                               
 

 
  (

 

 
  )

 
 

 أو:
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  (

 

 
  ) 

 نفاضل الطرفٌن:

 

 
  

 
         

     
 

 
  

 
     

 بالتعوٌض بالتكامل:

 (       ∫ [
 

 
 (

 

 
 )]

   

 ( 
 

 
  

 
 )    

 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [

 

 
 

 

 
 ]

   

   
 

 

        ∫
 

 
  

 
 [

 

 
(    ]

   

   
 

 

 

  
   

 
∫   

 
 [

 

 
(    ]

   

  
 

 

 

  
 

 
∫   

 
  (        

 

    
   

 

 

 

  
 

 
 

 

    
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

 
 

 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

  (     
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

     ) العلاقة بٌن تكاملً أولر حٌث: 
 (   (  

 (    
 

 هنا:
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 (     
 (   (  

 (    
 

 (   (  

 (   
 

 

     
 ( 

 

 
         ) 

 
 

    
 (

 

 
  ) 

 ومنه:

 (   (  

 (   
 

 

     

 (
 
 )

 (  

 (  
 
 )

 

 (   (   (  
 

 
)  

 

     
 (

 

 
)  (   (    

 (   (  
 

 
)  

 

     
 (   (    

) حٌث 
 

 
)  √  . 

 ومنه:

 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    

𝑰ادسط رمبسة انزكبيم -3   ∫ 𝒆 𝒙𝒙𝒔 𝟏𝒅𝒙
 

 s>0حٛث   𝟎

الحل :  

  ∫          

 

  

          

 لذلك هً نقط شاذة    سٌصبح لدٌنا       نقطة شاذة لأنه عندما تكون  x=0نلاحظ أن 

 و أن التكامل المعطى ٌكتب بالشكل :

  ∫          

 

  

 ∫         

 

  

 ∫          
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∫ن  التكامل إ          
 

 
∫متقارب لأنه لو طبقنا معٌار نهاٌة النسبة للتكامل السابق مع التكامل  

 

    
 

 
 

 فنجد :

   
   

       

    
    

   

    

  
   

∫و لما كان التكامل 
 

    
 

 
∫متقارب ٌكون التكامل            

 

 
 متقارباً  

∫رب التكامل المعطى أن ندرس تقارب تكاملبقً لكً ٌتقا          
 

  
 كما ٌلً :  

  لنضع 
 

 
    عندئذٍ  

  

        و         كما أن    

 ∫          

 

  

  ∫ 
 (

 
 
)
(
 

 
)
     

  

 

 

 ∫  
 (

 
 
)
       

 

 

 

إن التابع المكامل هنا ٌكتب بالشكل 
 

 
 
        

∫و لنطبق نعٌار نهاٌة النسبة مع التكامل  
 

      
 

 
 أن :فنجد  

   
   

 

 
 
        

 
    

    
   

 

 
 
 

     

∫و لما كان التكامل 
 

      
 

 
∫متقارباً )) من الشكل  

 

    
 

 
∫(( فإن التكامل      

 (
 

 
)
       

 

 
 

 متقارب  

∫  مما سبق نخلص إلا أن التكامل           
 

 متقارب.  

 السؤال الرابع : 

𝑰احغت لًٛخ انزكبيم -1   ∫ 𝒙𝒂(𝒍𝒏𝒙 𝒏
𝟏

𝟎
𝒅𝒙  حٛث𝒂   𝟏  ٔn . ٙعذد غجٛع 

الحل : لدٌنا : 

∫    

 

 

 *
    

   
+
 

 

 
 

   
 

 و ذلك حسب قاعدة لاٌبتنز :  نشتق الطرفٌن بالنسبة لـ 
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∫  (      

 

 

  
 

(     
 

 نشتق مرة أخرى :

∫  (       

 

 

 
   

(     
 

 و أٌضاً مرة ثالثة :

∫  (       

 

 

  
     

(     
 

 نجد : nالمرتبة  حتى إذا وصلنا إلى المشتق من

∫  (       

 

 

 (    
       

(       
 

(      

(       
 

 و هو المطلوب.

∫أثجذ أٌ -2  𝒆 𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒂𝒙𝒅𝒙
 

𝟎
 √𝝅

𝟐
𝒆 𝒂𝟐 

 الحل :

  نشتق التكامل بالنسبة لـ 

  (  

  
 ∫

 

  
(    

       )   
 

 

 

  ∫      
             

 

 

   

 نكامل بالتجزئة:

                        بفرض: 
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  (  

  
 [   ] 

  ∫     
 

 

 

 *    
       +

 

 
   ∫     

          
 

 

 

 ومنه:

  (  

  
    ∫     

          
 

 

     (   

  

 
        

                     
 

   )      عندما 
√ 

 
 

        ومنه حسب 
  نجد أن  

√ 

 
 

  ولهذا فإن: 
√ 

 
    

 

   2016الاولى حل الدورة الفصليت انخهى 
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 ( :2016) انفصهٛخ انثبَٛخأعئهخ انذٔسح  

يززبنٛخ رٕاثع يغزًشح ٔ يعشفخ عهٗ يجبل يغهك  {  )   نزكٍ  ثشٍْ انًجشُْخ انزبنٛخ :  السؤال الأول :
عهٗ    ) ٔ ثفشض أَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ ربثع انُٓبٚخ           حٛث  [   ]  

 ٔ رحمك انعلالخ :  لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) عُذئزٍ ٚكٌٕ انزبثع   

   
   

∫  (  

 

 

   ∫    
   

  (  

 

 

   ∫ (    

 

 

 

السؤال الثبني :  

 أوجد قٌمة الجداء التالً : -1

∏
    

    

 

   

 

   )  حٌث  {  )   ادرس التقارب )المنتظم أو غٌر المنتظم ( لمتتالٌة التوابع  -2
  

       

  [   ]المعرفة على المجال 
 أوجد منطقة تقارب المتسلسلة : -3

∑
(     

 (     

 

   

 

 السؤال الثبلث :

  )   ) 𝜞أثبت قاعدة لٌجاندر  -1
 

 
)  

√ 

      (    

∫  ادرس تقارب التكامل  -2
 
 
 

    

 

 
 

∫  تحسب قٌمة التكامل  -3         
   

 
 عدد صحٌح موجب. nحٌث  

 السؤال الرابع :

 اكتب نص مبرهنة تعمٌم قاعدة لاٌبتنز للتكاملات التابعة للوسٌط -1

∫  احسب التكامل  -2
   (    

      
 

 
 .tباستخدام التكاملات التابعة للوسٌط  

 اَزٓذ الاعئهخ
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 ( :2016) انفصهٛخ انثبَٛخأعئهخ انذٔسح حم 

السؤال الأول : برهن المبرهنة التالٌة : 

𝑰يززبنٛخ رٕاثع يغزًشح ٔ يعشفخ عهٗ يجبل يغهك    𝒇𝒏(𝒙 نزكٍ   [𝒂 𝒃]  حٛث   𝒂  𝒃  

لبثم نهًكبيهخ   𝒇(𝒙عُذئزٍ ٚكٌٕ انزبثع  𝑰عهٗ   𝒇(𝒙ٔ ثفشض أَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ ربثع انُٓبٚخ    

 ٔ رحمك انعلالخ : 𝑰عهٗ 

𝒍𝒊𝒎
𝒏  

∫𝒇𝒏(𝒙 

𝒃

𝒂

𝒅𝒙  ∫ 𝒍𝒊𝒎
𝒏  

𝒇𝒏(𝒙 

𝒃

𝒂

𝒅𝒙  ∫𝒇(𝒙 𝒅𝒙

𝒃

𝒂

 

 الحل :

   ) يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ انزبثع  {  )   ٔ انًززبنٛخ  [   ]فٙ انًززبنٛخ يغزًشح عهٗ    )  ثًب أٌ انزٕاثع 

 :ٔ نذُٚب  [   ]يغزًشاً  ٔ ثبنزبنٙ لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) ٚكٌٕ انزبثع 

   
   

  (    (   

َأخز          
 

   
                ٔ ثبنزبنٙ               

 :ثحٛث ٚكٌٕ     ٕٚجذ عذد غجٛعٙ 

 

||∫   (    
 

 ⏟      
انحذ انعبو

 ∫  (    
 

 ⏟      
انُٓبٚخ

||  |∫ [  (      (  ]   
 

 

| 

 ∫    (    (       ∫
 

   
    

 

 

 
 

 

 

    )    )   حٛث 
 

   
 ركٌٕ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو  

    
   

∫   (     ∫  (    
 

 

 

 

 ∫    
   

  (    
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 السؤال الثبني : 

 أٔجذ لًٛخ انجذاء انزبنٙ :-1 

∏
𝒏𝟑  𝟏

𝒏𝟑  𝟏

 

𝒏 𝟐

 

الحل : {   نشكل متتالٌة الجداءات الجزئٌة 

           ∏
    

    
 ∏

(    (       

(    (       

 

   

 

   

 

                ∏
   

   
 ∏

      

      

 

   

 

   

 

           
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

   

 
 
   

   
 
 

 
 
  

 
 

      

      
 

              
 

 (    
 
      

 
    

   
   

 

 
 

أ٘ أٌ لًٛخ انجذاء ْٙ 
 

 
 .ٔانجذاء يزمبسة 

  𝒇𝒏(𝒙حٛث  { 𝒇𝒏(𝒙 ادسط انزمبسة )انًُزظى أٔ غٛش انًُزظى ( نًززبنٛخ انزٕاثع -2 
𝒏𝒙

𝟏 𝒏𝟐𝒙𝟐
 

  [𝟏 𝟎]انًعشفخ عهٗ انًجبل 

 :  الحل

𝒇𝒏(𝒙  
𝒏𝒙

𝟏  𝒏𝟐𝒙𝟐
             𝑰  [𝟎 𝟏] 

 تابع النهاٌة:

 (      
   

  (      
   

  

      
   

 و لنوجد النهاٌة: 

   
   

      (    (       
   

   |
  

      
|          [   ] 
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  عندما 
 

 
ٌبلغ نهاٌة عظمى وقٌمته عند هذه النقطة هً    )  نلاحظ أن  

 

 
 

 إذاً:

   
   

   |
  

      
|     

   

 

 
 

 

 
              [   ] 

 وبالتالً المتتالٌة غٌر متقاربة بانتظام حسب مبرهنة سابقة .

   
  

      
    

{
  
 

  
 

                                       
 

    
                             

                                     
 

 
  

 

 
                                  

 

 

 

 أٔجذ يُطمخ رمبسة انًزغهغهخ :-3 

∑
(𝒙  𝟐 𝒏

𝒏(𝟓𝒏  𝟏 

 

𝒏 𝟏

 

الحل : 

∑
(     

 (     

 

   

 

     يزغهغهخ لٕٖ يشكضْب 

 :رأخز ْزِ انًزغهغهخ انشكم      ثفشض 

∑
  

 (     

 

   

              (   

     
   

|
  

    
|     

   

 

 (     
 
(    (       
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  (  
 
  )

  (  
 
  )

 

       

[  فًجبل انزمبسة نهًزغهغهخ      [ 

 عهٗ انًزغهغهخ انًزجبعذح)*( ٚزى انحصٕل يٍ انًزغهغهخ     ٔنكٍ عُذيب 

∑
  

 (     

 

   

 

 عهٗ انًزغهغهخ انًزمبسثخ )*( ٚزى انحصٕل يٍ انًزغهغهخ      ٔعُذيب 

∑
(       

 (     

 

   

 

  لا رزمبسة إلا يٍ أجم جًٛع لٛى )*( ْٔزا ٚعُٙ أٌ انًزغهغهخ ]    ]ْٙ )*( إراً فًُطمخ رمبسة انًزغهغهخ 

 :انزٙ رحمك انششغ

 :انزٙ رحمك انششغ  ٔيُّ فبنًزغهغهخ الأصهٛخ لا رزمبسة إلا يٍ اجم لٛى         

         

 أ٘ 

           

       

 ]    ]ٔيُّ فًُطمخ رمبسة انًزغهغهخ الأصهٛخ ْٙ 

 السؤال الثبلث :

𝜞 (𝒑)𝜞أثجذ لبعذح نٛجبَذس -1  (𝒑  
𝟏

𝟐
)  √𝝅

𝟐𝟐𝒑 𝟏
𝜞(𝟐𝒑  

 الحل : نذُٚب

 (     ∫     (          
 

 

 ∫ (           
 

 

 

 َمٕو ثبلإرًبو إنٗ يشثع كبيم حٛث
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(       (     
 

 
 

 

 
)  

 

 
 (

 

 
  )

 

 

 :ثبنعٕدح نهزكبيم انغبثك ٔ انزعٕٚط 

 (     ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   
 

 

 

   ) ٔ نًب كبٌ انزبثع
 

 
 (

 

 
  )

 
  ٚشعى لطعبً يكبفئبً فئَّ ٚكٌٕ يزُبظشاً ثبنُغجخ نًحٕس رُبظشِ  

 

 
 

 (      ∫ *
 

 
 (

 

 
  )

 

+

   

   

 
 

 

 

 

َفشض                               
 

 
  (

 

 
  )

 
 

 :أٔ

 

 
 
 
  (

 

 
  ) 

 :َفبظم انطشفٍٛ

 

 
  

 
         

     
 

 
  

 
     

 :ثبنزكبيمثبنزعٕٚط 

 (       ∫ [
 

 
 (

 

 
 )]

   

 ( 
 

 
  

 
 )    

 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [

 

 
 

 

 
 ]

   

   
 

 

        ∫
 

 
  

 
 [

 

 
(    ]

   

   
 

 

 

  
   

 
∫   

 
 [

 

 
(    ]
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∫   

 
  (        

 

    
   

 

 

 

  
 

 
 

 

    
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

 
 

 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

 
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

  (     
 

     
∫   

 
 (          

 

 

 

     ) : انعلالخ ثٍٛ ركبيهٙ أٔنش حٛث
 (   (  

 (    
 

 :ُْب

 (     
 (   (  

 (    
 

 (   (  

 (   
 

 

     
 ( 

 

 
         ) 

 
 

    
 (

 

 
  ) 

 :ٔيُّ

 (   (  

 (   
 

 

     

 (
 
 )

 (  

 (  
 
 )

 

 (   (   (  
 

 
)  

 

     
 (

 

 
)  (   (    

 (   (  
 

 
)  

 

     
 (   (    

) حٛث 
 

 
)  √  . 

 :ٔيُّ
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 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    

𝑰ادسط رمبسة انزكبيم -2   ∫
𝒙
𝟑
𝟐

𝟏 𝒙𝟐

 

𝟏
 

الحل : 

  ∫
 

 
   

    

  

 

 

∫ٌمكن تطبٌق معٌار نهاٌة النسبة حٌث نختار التكامل 
 

 
 
 

  
  

 
 و نحسب النهاٌة : 

   
   

 
 
 

    

 

 
 
 

    
   

  

    
     

∫و فالتكاملان
 

 
 
 

  
  

 
 ∫

 
 
   

    

  

 
∫من نفس النوع و لكون  

 

 
 
 

  
  

 
 متباعد فإن التكامل المعطى ٌكون متباعد. 

𝑰رحغت لًٛخ انزكبيم -3   ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒏𝝋𝒅𝝋
𝝅 𝟐

𝟎
 عذد صحٛح يٕجت. nحٛث  

:ثبعزخذاو رغٛٛش انًزحٕل   الحل :

               
 
  

        
 

 
  

 
     

     √    (     
 
  

 ثزغٛٛش حذٔد انزكبيم

        

  
 

 
     

  
 

 
∫ ( 

 
 )
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∫      

 
  

 

    
   

 

 

 

  
 

 
∫    

 
  (     

 
    

 

 

 

   
 

 
 (  

 

 
  
 

 
) 

   
 

 
 
 (  

 
 )

 (
 
 )

 (    
 

 
 

 

(  
 
 ) (  

 
 )

 
 
 
* (

 
 )

+
 

  
 

 :حٛث

 (  
 

 
)  (  

 

 
)  (  

 

 
) 

 :ٔ رنك ثبلاعزفبدح يٍ انعلالخ

 (       (   

) *َٕحذ انًمبيبد يع يلاحظخ أٌ : نهزًشٍٚثبنعٕدح 
 

 
)+

 
   

  
 

 

(     (           

     
 

 
 

 
 
(     (         

     
 

 :     نحغبة 

            ⏟      
يشح

 

         (       

       (           (          (    (    (     (          (     (    

                     (     

 :ٔ نذُٚب 
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(     (          (       

 :ٔيُّ

  
 

 
 
(      

(    
 

 السؤال الرابع :

 اكزت َص يجشُْخ رعًٛى لبعذح لاٚجزُض نهزكبيلاد انزبثعخ نهٕعٛػ-1 

  ))حعميم قبعدة لايبخنز((  الحل:

يغزًشاً ٔ كبٌ نّ يشزمبً جضئٛبً يغزًشاً      ) إرا كبٌ انزبثع 
𝜕 

𝜕 
 فٙ انًغزطٛم انًغهك 

 [   ] يعشفٍٛ ٔ لبثهٍٛ نلاشزمبق ٔ يشزمبرًٓب يغزًشح عهٗ    )    ) ٔ كبٌ انزبثعبٌ  [     ] 

 :ٚعطٗ ثبنذعزٕس    ) فئٌ يشزك انزبثع [     ]انًجبل 

  (  

  
 ∫

  (    

  
  

 (  

 (  

  ( (     
  

  
  ( (     

  

  
 

𝑰احغت انزكبيم -2   ∫
𝒍𝒏(𝟏 𝒙 

𝟏 𝒙𝟐
𝒅𝒙

𝟏

𝟎
 .tثبعزخذاو انزكبيلاد انزبثعخ نهٕعٛػ  

 الحل :

∫
  (    

    
  

 

 

 

 :نُعشف انزبثع 

 (   ∫
  (     

    
   

 

 

 

 :ٔ نكٌٕ ششٔغ لاٚجزُض يحممخ َكزت      ) فُلاحع أٌ 

  

  
 ∫

 

  
(
  (     

    
)   

 

 

 
  (     
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 ∫(
 

    
) 

  

    
  

 

 

 
  (     

    
 

 :ٔ نُفشق انكغش فٙ دانخ انًكبيهخ إر َكزت 

 

(     (     
 

 

    
 

    

    
 

     
   

 
 

(
 

    
)  

 
 
 

  
 
  

  
 

    
 

   
   

  

(     (     
    

   

  

    
    

   

      

    
 

  
 

 
      

 

 
 

 

    
  

 :   َعع  Cنحغبة 

        
 

    
 

 :إرٌ 

 

(     (     
 

( 
 

    )

    
 

(
 

    )   
 

    

    
 

 
 

    
[ 

 

    
 

   

    
]  

 :َعٕض فٙ انزكبيم ٔ َكبيم 

  

  
  

  (     

    
 

 

 

  (     

    
  

      (  

    
 

  (     

    
 

 
 

 
 
  (     

    
  

      (  

    
 

 :َكبيم 
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 (   
 

 
∫

  (     

    
  

 

 

 ∫
 

    
        ⏟    

 

  

 

 

 

   ٔ           نحغبة انزكبيم الأخٛش َطجك انزكبيم ثبنزجضئخ إر َفشض 
 

 :فُجذ أٌ      

 (   
 

 
∫

  (     

    
  

 

 

 [
 

 
  (            ]

 

 

 
 

 
∫

  (     

    
  

 

 

 

 
 

 
  (             

 :اٌٜ 

   (   
 

 
  (  

 

 
 

 

 
   (     

  انتهى الحل 
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  (2016) انفصهٛخ انزكًٛهٙ أعئهخ انذٔسح 

و بفرض إنها متقاربة بانتظام  على   متتالٌة توابع معرفة على المجال  {  )   لتكن   السؤال الأول :
ون ٌك   ) فإن التابع   , عندئذٍ إذا كانت حدود المتتالٌة توابع مستمرة على   ) من تابع النهاٌة   

 .  مستمراً على 

 السؤال الثبني:

 أوجد قٌمة الجداء التالً : -4

∏
    

    

 

   

 

المعرفة       )  حٌث  {  )   منتظم ( لمتتالٌة التوابع ادرس التقارب )المنتظم أو غٌر ال -5

        حٌث  [   ]على المجال 
∑ادرس تقارب متسلسلة التوابع  -6   (     

[المعرفة على          [ 

 السؤال الثبلث:

∫  أوجد قٌمة التكامل  -1             
 

 
 

       ثم وجد قٌمة التكامل من أجل  

  

∫  ادرس تقارب التكامل  -2          
 

 s>0حٌث    

 السؤال الرابع :

 اكتب نص مبرهنة تعمٌم قاعدة لاٌبتنز للتكاملات التابعة لوسٌط  -1

∫احسب قٌمة التكامل  -2
 
 
 

(     
 

 
 

جد أو -3
  (  

  
∫   ) حٌث     (      

 

 
   

 انتهت الأسئلة.
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 ( :2016) انفصهٛخ انزكًٛهٛخأعئهخ انذٔسح حم 

  : ٔ ثفشض إَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو  عهٗ  𝑰يززبنٛخ رٕاثع يعشفخ عهٗ انًجبل  { 𝒇𝒏(𝒙 نزكٍ السؤال الأول:

𝑰  يٍ ربثع انُٓبٚخ𝒇(𝒙  ٗعُذئزٍ إرا كبَذ حذٔد انًززبنٛخ رٕاثع يغزًشح عه ,𝑰  فئٌ انزبثع𝒇(𝒙   ٌٕٚك

 . 𝑰يغزًشاً عهٗ 

 الحل :

ثحٛث      يزمبسثخ ثبَزظبو فئَّ ٕٚجذ عذد غجٛعٙ  {  )   ثًب أٌ انًززبنٛخ     ٔنٛكٍ      نٛكٍ 

    )    )   ٚكٌٕ 
 

 
  Iيٍ   ٔيٍ أجم جًٛع لٛى      عُذيب  

δٕٚجذ       حذٔدْب رٕاثع يغزًشح ٔيُّ يٍ أجم    )    :ٔٚحمك     ثحٛث ٚكٌٕ    

   (     (     
 

 
                   

   
    

  (     (                       

         ثحٛث ٚكٌٕ     ٕٚجذ     أ٘ يٍ أجم كم 

 :فئٌ

  (    (       (     (     (     (      (     (     

   (     (       (     (        (     (     

 
 

 
 

 

 
 

 

 
   

 . يغزًشح عهٗ    ) أ٘      ٔثبنزبنٙ    يغزًشح فٙ    ) أ٘ أٌ انذانخ 

 السؤال الثبني:

 أٔجذ لًٛخ انجذاء انزبنٙ :-1 

∏
𝒏𝟑  𝟏

𝒏𝟑  𝟏

 

𝒏 𝟐

 

الحل : {   نشكل متتالٌة الجداءات الجزئٌة  
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           ∏
    

    
 ∏

(    (       

(    (       

 

   

 

   

 

                ∏
   

   
 ∏

      

      

 

   

 

   

 

           
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

   

 
 
   

   
 
 

 
 
  

 
 

      

      
 

              
 

 (    
 
      

 
    

   
   

 

 
 

أ٘ أٌ لًٛخ انجذاء ْٙ 
 

 
 .ٔانجذاء يزمبسة 

انًعشفخ  𝒇𝒏(𝒙  𝒙𝒏حٛث  { 𝒇𝒏(𝒙 ادسط انزمبسة )انًُزظى أٔ غٛش انًُزظى ( نًززبنٛخ انزٕاثع -2 

𝟎حٛث  [𝒑 𝒒]عهٗ انًجبل   𝒑  𝒒  𝟏 

الحل : 

    [   ]   (      
   

  (      
   

     

 :ثغجت يب ٚهٙ              إٌ 

 (لأَٓب يززبنٛخ  ُْذعٛخ أعبعٓب أصغش رًبيبً يٍ انٕاحذ ثبنمًٛخ انًطهمخ) 

 .ٔعهٗ أ٘ جضء يٍ ْزا انًجبل ْٙ يزمبسثخ َمطٛبً أٚعبً , ٔيُّ انًززبنٛخ يزمبسثخ َمطٛبً عهٗ ْزا انًجبل 

 :نهزعشٚفَهجأ : نُثجذ أٌ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو

  )     ٕٚجذ     يٍ أجم كم 
   

   
 :ثحٛث ٚكٌٕ (

   (    (                

      :انًحممخ نهًزجبُٚخ  nٔ ثمٙ نكٙ أٌ رزمبسة انجحث عٍ 

              

           
   

   
 

 :َمهت إشبسح انًزشاجحخ فٛصجح( يحصٕس ثٍٛ انصفش ٔانٕاحذ  xلأٌ)يمذاس عبنت    ٔنكٍ ثًب أٌ 
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             [   ] 

     َٔشٚذ رصغٛش انكغش نزنك َكجش انًمبو ٔٚكٌٕ رنك ثأخز    ٔ  ٚجت أٌ لا ٕٚجذ علالخ ثٍٛ 

  )       ٚحمك أَّ عُذيب   عذد     ٕٚجذ كم 
   

   
 فئٌ (

   (    (                

 .انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو

∑ادسط رمبسة يزغهغهخ انزٕاثع -3  𝒙𝒏(𝟏  𝒙  
𝒏 𝟏  ٗانًعشفخ عه]  𝟏 𝟏[ 

الحل : {  )   نشكل متتالٌة المجامٌع الجزئٌة 

  (   (      (         (         (         

   (          

   
   

      
   

(              

                      حٌث 

∑متسلسلة التوابع بالتالً    (     
[المعرفة على       متقاربة ]    

∑   (    

 

   

          ]     [ 

 السؤال الثبلث:

𝑰أٔجذ لًٛخ انزكبيم -1   ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒎 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒏 𝒙𝒅𝒙
𝝅

𝟐

𝟎
𝒎ثى ٔجذ لًٛخ انزكبيم يٍ أجم    𝟒  𝒏  

𝟔 

الحل : 

  ∫               

 
 

 

                 

 :حغت انشكم انًثهثٙ نهزكبيم انجزبٔ٘
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 (      ∫                     

 
 

 

 

                
   

 
 

                
   

 
 

  ∫               

 
 

 

 

 
 

 
 (

   

 
 
   

 
) 

         حبنخ خبصخ عُذيب  ٔ نُأخز 

  ∫               

 
 

 

 

 
 

 
 (

 

 
 
 

 
)  

 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

 (
  
 )

 

 
 

 

 (
 
 )

 (
 
 )

 (  
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         
  [ (

 

 
)]

 

 

 :حٛث

 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 
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 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 

 (      

 :ٔثبنزبنٙ ثبلاخزصبس َجذ

  
  

  
 

  

   
 

𝑰ادسط رمبسة انزكبيم -2   ∫ 𝒆 𝒙𝒙𝒔 𝟏𝒅𝒙
 

 s>0حٛث   𝟎

الحل :  

  ∫          

 

  

          

 فٙ انًمبو نزنك ْٙ َمطخ شبرح    عٛصجح نذُٚب       َمطخ شبرح لأَّ عُذيب ركٌٕ  x=0َلاحع أٌ 

 :ٔ أٌ انزكبيم انًعطٗ ٚكزت ثبنشكم 

  ∫          

 

  

 ∫         

 

  

 ∫          

  

 

 

∫ٔجذَب عبثمبً أٌ  انزكبيم           
 

 
يزمبسة لأَّ نٕ غجمُب يعٛبس َٓبٚخ انُغجخ نهزكبيم انغبثك يع انزكبيم  

∫
 

    
 

 
 :فُجذ  

   
   

       

    
    

   

    

  
   

∫ٔ نًب كبٌ انزكبيم 
 

    
 

 
∫يزمبسة ٚكٌٕ انزكبيم            

 

 
 يزمبسثبً  

∫ركبيمثمٙ نكٙ ٚزمبسة انزكبيم انًعطٗ أٌ َذسط رمبسة           
 

  
 :كًب ٚهٙ   

  نُعع 
 

 
    عُذئزٍ  

  

        ٔ         كًب أٌ    

 ∫          

 

  

  ∫ 
 (

 
 
)
(
 

 
)
     

  

 

 

 ∫  
 (

 
 
)
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إٌ انزبثع انًكبيم ُْب ٚكزت ثبنشكم 
 

 
 
        

∫ٔ نُطجك َعٛبس َٓبٚخ انُغجخ يع انزكبيم  
 

      
 

 
 :فُجذ أٌ  

   
   

 

 
 
        

 
    

    
   

 

 
 
 

     

∫ٔ نًب كبٌ انزكبيم 
 

      
 

 
∫يٍ انشكم )) يزمبسثبً  

 

    
 

 
فئٌ ((     

∫انزكبيم  
 (

 

 
)
       

 

 
 يزمبسة   

∫  يًب عجك َخهص إلا أٌ انزكبيم           
 

 .يزمبسة  

 السؤال الرابع :

 اكزت َص يجشُْخ رعًٛى لبعذح لاٚجزُض نهزكبيلاد انزبثعخ نٕعٛػ -1 

  ))حعميم قبعدة لايبخنز(( 

يغزًشاً ٔ كبٌ نّ يشزمبً جضئٛبً يغزًشاً      ) إرا كبٌ انزبثع 
𝜕 

𝜕 
 فٙ انًغزطٛم انًغهك 

 [   ] يعشفٍٛ ٔ لبثهٍٛ نلاشزمبق ٔ يشزمبرًٓب يغزًشح عهٗ    )    ) ٔ كبٌ انزبثعبٌ  [     ] 

 :ٚعطٗ ثبنذعزٕس    ) فئٌ يشزك انزبثع [     ]انًجبل 

  (  

  
 ∫

  (    

  
  

 (  

 (  

  ( (     
  

  
  ( (     

  

  
  

∫احغت لًٛخ انزكبيم -2 
𝒙
𝟏
𝟒

(𝟏 𝒙 𝟐
 

𝟎
. 

  ∫
 
 
 

(     
  

 

 

 

 :ْزا انزكبيم يٍ انشكم

 (     ∫
    

(       
  

 

 

 

 :حٛث
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  ∫
 
 
 

(     
   

 

 

  (
 

 
 
 

 
)  

 (
 
 )

 (
 
 )

 (  
 

 :َزكش أٌ

 

 
 

 

 
             

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 (    (        (     

 :ٔيُّ

  
 (

 
 

  )  (
 
 

 
 
 )

 
 

  
 

 
 (

 

 
)  (

 

 
 

 

 
) 

 :حٛث َلاحع أَٓب يٍ انشكم

 (   (  
 

 
) 

 :فحغت لبعذح نٛجبَذس

 (   (  
 

 
)  

√ 

     
 (    

 :نهزًشٍٚثبنعٕدح 

  
 

 

√ 

 
 (

 
 
)  

 ( (
 

 
))  

 

 

√ 

  
 
 

  (
 

 
) 

  
 

 

√ 

  
 
 

 √  
√   

 
 

 

 √ 
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أٔجذ -3 
𝒅𝑭(𝒕 

𝒅𝒕
∫  𝑭(𝒕حٛث   𝒍𝒏(𝒙𝟐  𝒕𝟐 

𝟏

𝟎
𝒅𝒙 

 الحل :

 :نُزحمك ثذاٚخً يٍ ششٔغ يجشُْخ لاٚجزُض 

[   ]نًغزطٛم يغزًش عهٗ ا       )        ) : نذُٚب انزبثع انًكبيم       حٛث  [     ] 

كزنك فئٌ انًشزك انجضئٙ 
  (    

𝜕 
 

    (      

𝜕 
 

  

ٔ ْزا انزبثع أٚعبً يغزًش عهٗ انًغزطٛم انًزكٕس       

 :نزنك َكزت . فششٔغ لبعذح لاٚجزُض يحمك, عبثمبً 

  (  

  
 

 

  
∫   (        

 

 

 ∫
    (      

  
  

 

 

 ∫
  

     
  

 

 

 *       (
 

 
) +

   

   

        (
 

 
)  

  انتهى الحل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 محمد أنس القساز - عبد الرحمن البحش- :نذير تيناويعداد إ


