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 دكتور المادة: يحيى قطيش ◄

 عنوان المحاضرة :التكاملات المعتلة  المحاضرة :السادسة عشر               ◄

 تكاملات أولر من النوعين الأول والثاني  بالإضافة إلى بعض خواصفي هذه  المحاضرة سنتعرف على  

 الشكل المثلثي( وخواص التكامل الغماوي  -تغير المتحول -الوسيطتغير  -التكامل البتاوي ومنها )التناظر 

 : لأولتكامل أولر من النوع ا ◄

,𝐵(𝑝نسمي التكامل المعتل   𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1

0
تعريف: 

, 𝑝تكامل أولر من النوع الأول أو التكامل البتاوي وهو يمثل تابع يتعلق بوسيطين )أي يتبع لمتغيرين( هما  𝑞 

𝑥𝑝−1(1التابع  − 𝑥)𝑞−1  نكتب: ]0,1[معرف على 

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
𝑎

0+
+∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1𝑑𝑥

1−

𝑎

 

0بفرض  < 𝑎 < 1. 

𝑝 تاوي موجود و متقارب من أجلإن التكامل الب > 0 , 𝑞 > 0 

 الإثبات :

 حسب الخاصية الثالثة من معايير التقارب نكتب: 𝑥𝑝−1بالنسبة للتكامل الأول نقارنه مع التابع 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝑐 

 أي:

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1

𝑥𝑝−1
= 1 

∫أي أن  𝑥𝑝−1 𝑑𝑥
𝑎

0+
  

∫و  𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
𝑎

0+
 من نوع واحد لما كان: 

  3تــحـلـيــــل  
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∫ 𝑥𝑝−1 𝑑𝑥
𝑎

0+
= [
𝑥𝑝

𝑝
]
0+

𝑎

=
𝑎𝑝

𝑝
− 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥𝑝

𝑝
 

𝑝متقارب إذا كانت  > ∫موجب فبالتالي  0 𝑥𝑝−1 𝑑𝑥
𝑎

0+
𝑝عندما   > 0 

 معيار نهاية النسبة نجد أن: والآن التابع الثاني حسب

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1

(1 − 𝑥)𝑞−1
= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(𝑥𝑝−1) = 1 > 0 

∫نجد أن التكاملين  (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1−

𝑎
∫و   𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥

1−

𝑎
 من نفس النوع 

∫و أن  (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1−

𝑎
𝑞متقارب عندما   >  لأن: 0

∫ (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1−

𝑎

= [−
(1 − 𝑥)𝑞

𝑞
]
𝑎

1−

 

𝒒متقارب ومحدود إذا كانت  >  فقط 𝟎

 ومنه:

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1

0

 

𝑝متقارب إذا كانت  > 𝑞و  0 > 0 

 بعض خواص التكامل البتاوي:

 ( خاصة التناظر:1

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1

0

 

 بتغيير المتحول:

𝑡 = 1 − 𝑥 ⇒ 𝑥 = 1 − 𝑡 

𝑑𝑡 = −𝑑𝑥 

 وبتغيير حدود التكامل:

𝑥 = 0 ⇒ 𝑡 = 1   ,    𝑥 = 1 ⇒ 𝑡 = 0 
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 والآن نعوض

𝐵(𝑝, 𝑞) = −∫ 𝑡𝑞−1(1 − 𝑡)𝑝−1 𝑑𝑡
0

1

 

= ∫ 𝑡𝑞−1(1 − 𝑡)𝑝−1 𝑑𝑡
1

0

= 𝐵(𝑞, 𝑝) 

⇒ 𝐵(𝑝, 𝑞) = 𝐵(𝑞, 𝑝)  

 ( خاصية تغيير الوسيط:2

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1

0

 

𝑥𝑝−1𝑑𝑥لكن نلاحظ أن   = 𝑑 (
𝑥𝑝

𝑝
 فالتكامل البيتاوي يكتب بالشكل : (

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑
𝑥𝑝

𝑝

1

0

 

 نكامل بالتجزئة:

𝑑𝑢بفرض  = −(𝑞 − 1)(1 − 𝑥)𝑞−2    ⟸    𝑢 = (1 − 𝑥)𝑞−1 

𝑣 =
𝑥𝑝

𝑝
   ⟸    𝑑𝑣 = 𝑑

𝑥𝑝

𝑝
 

⟹∫ (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑
𝑥𝑝

𝑝

1

0

= [(1 − 𝑥)𝑞−1.
𝑥𝑝

𝑝
]
0

1

+
𝑞 − 1

𝑝
∫ 𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞−2 𝑑𝑥
1−

0

 

1)]نلاحظ أن  − 𝑥)𝑞−1.
𝑥𝑝

𝑝
]
0

1

= 0 

 ومنه:

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑
𝑥𝑝

𝑝

1

0

=
𝑞 − 1

𝑝
∫ 𝑥𝑝(1 − 𝑥)𝑞−2 𝑑𝑥
1−

0

 

 الحقيقية يمكن أن نكتب ما يلي: في

𝑥𝑝 = 𝑥𝑝−1 − 𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝 = 𝑥𝑝−1 − 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥) 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

 Maths_WhatsApp : 099192114          Facebook_Page : IOM           F.B Group : Syria math-2nd year 
 

4 

 نعوض بالتكامل:

𝐵(𝑝, 𝑞) =
𝑞 − 1

𝑝
∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−2 𝑑𝑥
1

0

−
𝑞 − 1

𝑝
∫ 𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1

0

 

𝐵(𝑝, 𝑞) =
𝑞 − 1

𝑝
[𝐵(𝑝, 𝑞 − 1) − 𝐵(𝑝, 𝑞)] 

𝐵(𝑝, 𝑞) +
𝑞 − 1

𝑝
𝐵(𝑝, 𝑞) =

𝑞 − 1

𝑝
𝐵(𝑝, 𝑞 − 1) 

,𝐵(𝑝بإخراج  𝑞) عامل مشترك من اليسار 

𝐵(𝑝, 𝑞) (1 +
𝑞 − 1

𝑝
) =

𝑞 − 1

𝑝
𝐵(𝑝, 𝑞 − 1) 

𝑝 + 𝑞 − 1

𝑝
𝐵(𝑝, 𝑞) =

𝑞 − 1

𝑝
𝐵(𝑝, 𝑞 − 1) 

نضرب الطرفين بـ 
𝑝

𝑝+𝑞−1
 فنجد : 

𝐵(𝑝, 𝑞) =
𝑞 − 1

𝑝 + 𝑞 − 1
𝐵(𝑝, 𝑞 − 1)  

,𝐵(𝑝نطبق نفس الدستور لحساب  𝑞 −  فنجد: (1

 

𝐵(𝑞, 𝑝) =
𝑞 − 1

𝑝 + 𝑞 − 1
.
𝑞 − 2

𝑝 + 𝑞 − 2
. 𝐵(𝑝, 𝑞 − 2) 

𝑝بالمتابعة  و بوضع   = 𝑚  و𝑞 = 𝑛 حيث( 𝑛,𝑚 : نصل إلى أن )أعداد طبيعية 

 

𝐵(𝑚, 𝑛) =
𝑛 − 1

𝑚 + 𝑛 − 1
.
𝑛 − 2

𝑚 + 𝑛 − 2
…

1

𝑚 + 1
𝐵(𝑚, 1)… (∗) 

 و لكن: 

𝐵(𝑚, 1) = ∫ 𝑥𝑚−1 𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥𝑚

𝑚
]
0

1

=
1

𝑚
 

 :(∗)نعوض في 
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(𝑚, 𝑛) =
(𝑛 − 1)!

(𝑚 + 𝑛 − 1)(𝑚 + 𝑛 − 2)… (𝑚 + 1)𝑚
 

𝑚)لنضرب البسط و المقام بـ − 1)! 

𝐵(𝑚, 𝑛) =
(𝑛 − 1)! (𝑚 − 1)!

(𝑚 + 𝑛 − 1) + (𝑚 + 𝑛 − 2)…𝑚(𝑚 − 1)!
 

 

𝐵(𝑚, 𝑛) =
(𝑚 − 1)! (𝑛 − 1)!

(𝑚 + 𝑛 − 1)!
 

 ومنه:

𝐵(𝑝, 𝑞) =
(𝑝 − 1)! (𝑞 − 1)!

(𝑝 + 𝑞 − 1)!
 

 ( خاصية تغيير المتحول:3

𝑥نفرض   =
𝑦

1+𝑦
 

𝑑𝑥 =
1 + 𝑦 − 𝑦

(1 + 𝑦)2
=

1

(1 + 𝑦)2
 

1 − 𝑥 = 1 −
𝑦

1 + 𝑦
=
1 + 𝑦 − 𝑦

1 + 𝑦
=

1

1 + 𝑦
 

 كما نقوم بتغيير حدود التكامل لأننا قمنا بتغيير المتحول:

𝑥 = 0 ⟹ 𝑦 = 0 

𝑥 = 1 ⟹ 𝑦 ⟶ ∞ 

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ (
𝑦

1 + 𝑦
)
𝑝−1

. (
1

1 + 𝑦
)
𝑞−1

.
1

(1 + 𝑦)2
 𝑑𝑦

∞

0

 

 

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫
𝑦𝑝−1

(1 + 𝑦)𝑝+𝑞
 𝑑𝑦

∞

0
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𝑞وهو تكامل معتل من النوع الأول وللتكامل قيمة فقط عندما  = 1 − 𝑝  أي𝑝 + 𝑞 = 1 

 وقيمته هي:

𝐵(𝑝, 𝑞) = (𝑝 , 1 − 𝑝) =
𝜋

sin 𝑝𝜋
                            

𝐵 (
1

2
 ,
1

2
) =

𝜋

sin
𝜋
2

= 𝜋 

 ( الشكل المثلثي للتكامل البتاوي:4

𝑑𝑥نضع        = 2 sin𝜑 cos𝜑 𝑑𝜑 ⟸ 𝑥 = sin2 𝜑 

 نغير حدود التكامل:

𝑥 = 0 ⟹ 𝜑 = 0 

𝑥 = 1 ⟹ 𝜑 =
𝜋

2
 

 نعوض بالتكامل:

𝐵(𝑝, 𝑞) = ∫ 𝑥𝑝−1 (1 − 𝑥)𝑞−1 𝑑𝑥
1

0

 

 فيصبح:

𝐵(𝑝, 𝑞) = 2∫ (sin2 𝜑)𝑝−1
𝜋
2

0

(1 − sin2 𝜑)𝑞−1. sin 𝜑 cos𝜑  𝑑𝜑 

= 2∫ sin2𝑝−2 𝜑 . sin𝜑 (1 − sin2 𝜑)𝑞−1. cos𝜑  𝑑𝜑

𝜋
2

0

 

 ونحن نعلم أن:

cos2 𝜑 = 1 − sin2 𝜑 

 بالتعويض نجد:
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𝐵(𝑝, 𝑞) = 2∫ sin2𝑝−2+1𝜑 (cos2 𝜑)𝑞−1. cos𝜑  𝑑𝜑

𝜋
2

0

 

𝐵(𝑝, 𝑞) = 2∫ sin2𝑝−1 𝜑 . cos2𝑞−2𝜑 . cos𝜑  𝑑𝜑

𝜋
2

0

 

⟹ 𝐵(𝑝, 𝑞) = 2∫ sin2𝑝−1 𝜑 . cos2𝑞−1𝜑  𝑑𝜑

𝜋
2

0

                      

 تكامل أولر من النوع الثاني: 

 بأنه التكامل المعتل: Γ(𝑝)يعرف تكامل أولر من النوع الثاني والذي رمزه 

Γ p = ∫ e−t. tp−1 dt
∞

0+
 

 𝑝وهو يمثل تابعاً يتعلق بوسيط واحد )أي يتبع لمتغير واحد( هو 

 ويسمى هذا التكامل بالتكامل الغماوي يكتب اختصاراً بالشكل:

Γ(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑡 . 𝑡𝑝−1 𝑑𝑡
∞

0

 

𝑝وتجدر الإشارة إلى أن هذا التكامل لا يكون موجوداً إلا إذا كان  > 0 

 وذلك بملاحظة الآتي:

Γ(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑡 . 𝑡𝑝−1 𝑑𝑡⏟      
𝐼1

+∫ 𝑒−𝑡 . 𝑡𝑝−1 𝑑𝑡
∞

1⏟          
𝐼2

1

0+
 

𝑝يمثل تكاملاً معتلاً من النوع الأول عندما  𝐼1بينما  𝑝متقارب دوماً مهما يكن  𝐼2حيث التكامل  − 1 < وهو  0

𝑝متقارب  > 0 

 :غماويخواص التكامل البعض 

Γ(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑡 . 𝑡𝑝−1 𝑑𝑡
∞

0
       نكامل بالتجزئة: 

𝑑𝑢 بفرض: = −𝑒−𝑡 𝑑𝑡 ⟸ 𝑢 = 𝑒−𝑡               𝑣 =
𝑡𝑝

𝑝
⟸ 𝑑𝑣 = 𝑡𝑝−1 𝑑𝑡                  

Γ(𝑝) = [𝑢. 𝑣]0
∞ − ∫ 𝑣 𝑑𝑢

∞

0
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Γ(𝑝) = [𝑒−𝑡 .
𝑡𝑝

𝑝
]
0

∞

+∫ 𝑒−𝑡 .
𝑡𝑝

𝑝
 𝑑𝑡

∞

0

 

Γ(𝑝) = [𝑒−𝑡 .
𝑡𝑝

𝑝
]
0

∞

+
1

𝑝
∫ 𝑒−𝑡 . 𝑡𝑝 𝑑𝑡
∞

0

 

𝑒−𝑡]إلا أن :   .
𝑡𝑝

𝑝
]
0

∞

= lim𝑏→∞
𝑒−𝑏𝑏𝑝

𝑝
= 0 

⟹ Γ(𝑝) =
1

𝑝
∫ 𝑒−𝑡 . 𝑡𝑝 𝑑𝑡
∞

0⏟        
Γ(𝑝+1)

 

Γ(𝑝) =
1

𝑝
Γ(𝑝 + 1) 

⟹ Γ p + 1 = pΓ p  

 و إننا لو كررنا العملية السابقة عدداً منتهياً من المرات سنحصل على :

Γ p + 1 = p p − 1  p − 2 …  p − n    Γ p − n  

 :متتاليين قيمة بين عددين طبيعيين 𝑝نأخذ 

𝑛 < 𝑝 < 𝑛 + 1 

⇒ 0 < 𝑝 − 𝑛 < 1 

𝑝و لنناقش حالة إذا كان  = 𝑛 : عدد صحيح موجب , فحسب ما سبق يكون 

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…2.1. Γ(1) 

 إلا أن:

Γ(1) = ∫ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡 = [−𝑒−𝑡]0
∞ = 1

∞

0

 

⟹ Γ(n + 1) = n!  

 

 انتهت المحاضرة 

إعداد:  لانا شهاب  -محمد أنس القزاز  


