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 هدى شماط المادة: ة دكتور  ◄ 

 حل مسائل عنوان المحاضرة :                   عشرة  :السادسةالمحاضرة  ◄

 ة الواردة في المحاضرة السابقة .سنقوم أصدقائي في هذه المحاضرة بحل المسأل

 " مسألة من المحاضرة السابقة" حل ال

من     بحٌث تنزلك النمطة        ي الثابت ٌتحرن فً المستو     لضٌب طوله      لٌكن 

بحٌث        منه فً المستوي     وتتحرن النهاٌة     بسرعة ثابتة لٌمتها        المضٌب على 

 :والمطلوب        , كان المضٌب فً لحظة البدء منطبما على       ⃗ تبمى لٌمة سرعتها ثابتة 

-1 معادلات الحركة عٌن 

-2     أوجد مسار النمطة  
-3 (( ))تحليليا  عٌن الماعدة والمتدحرج والمركز الآنً للدوران  
-4 (( ))هندسيا  عٌن المركز الآنً للدوران  

-5     أوجد تسارع النمطة  

-6 أوجد مركز التسارع المعدوم . 
-7 عٌن النمطة من المضٌب ذات السرعة الصغرى فً اللحظة المذكورة . 

 : الحل

 (       منه فً المستوي     لاحظ أن الحركة هً حركة مستوٌة من نص المسألة )وتتحرن النهاٌة ن

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (2)ميكانيك 
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(1 تعيين معادلات الحركة  

    الزاوٌة بٌن المحور  𝜃لأن منحاها معروف ونختار لطب للحركة           النمطةنختار

 .   لمحور المحمول على ا   والمضٌب 

|   ⃗ |  وبما أن :      

   ∫         

 وبالتالً :    ومنه نجد       كانت      بتعوٌض شروط البدء 
                          

 :  علالة السرعة للنمطة  منفٌد تنس 𝜃الزاوٌة  لإٌجاد 

 ⃗     ⃗     ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

السرعة   من علالة سرعة ن والمستمٌم الثابت ، ولدٌنا ستمٌم المتماسٌن المب 𝜃أن الزاوٌة نعلم حٌث 

 . 𝜃التً لها علالة بالزاوٌة  ⃗⃗⃗ الزاوٌة 

⃗⃗⃗⃗        وإن ⃗⃗        𝜃    ⃗⃗ ⃗        𝜃    ⃗⃗ ⃗ 

  ⃗       ⃗⃗ ⃗  |
  ⃗⃗ ⃗   ⃗⃗ ⃗   

⃗⃗⃗⃗⃗

    𝜃 

      𝜃       𝜃  

| 

  ⃗         𝜃     𝜃   ⃗⃗ ⃗    𝜃     𝜃   ⃗⃗ ⃗ 
|   ⃗ | :   لكن حسب الفرض       | ⃗   |   

        𝜃     𝜃      𝜃     𝜃   

            𝜃     𝜃     𝜃       𝜃      𝜃       𝜃 

       𝜃     𝜃     𝜃   

      𝜃   𝜃      
 𝜃

  
 

 

 
    𝜃 

 
  

    
 

 

 
        

  نجري تغٌٌر متحول تذكرة :

   
𝜃

 
          𝜃  

    

    
     𝜃  

  

    
  𝜃  

   

    
 

 

𝜃   بتعوٌض لٌمة     𝜃   نجد :    فً المعادلة 
   

    

  
    

 
 

 
   

  

 
 

 

 
   

 ومنه بالمكاملة نجد :
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 ∫
  

    
 ∫

  

 
   | |  ∫

  

    
   |    

 

 
|   

  

      
𝜃

 
 

 

 
    

𝜃كانت      بتعوٌض شروط البدء   
 

 
 وبالتالً :    ومنه نجد   

      
𝜃

 
 

 

 
             

𝜃

 
      

    
𝜃

 
  

 
 
  𝜃          

 
 
       

 
 هً معادلات الحركة .            ٌكون ومنه 

(2   النقطة  مسارإيجاد  

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗        ⃗⃗ ⃗        𝜃   ⃗⃗ ⃗        𝜃   ⃗⃗ ⃗ 
         ⏟

ًف  عوضن 

       𝜃                𝜃 

             
𝜃

 
       𝜃 

            𝜃 

(3 ( تحليليا  ) تعيين القاعدة والمتدحرج والمركز الآني للدوران  
 ان روبفرض احداثٌات المركز الآنً للد

 هو :           جملة ثابتةفً 

  ⃗⃗⃗⃗⃗  
 

  
  ⃗⃗⃗   ⃗                  

 

  
|
  ⃗⃗ ⃗   ⃗⃗ ⃗   

⃗⃗⃗⃗⃗

   
   

| 

                      
𝜃

 
 

     
 

 
     

 

𝜃 
 

 

   𝜃
 

       ) ملة الثابتة هو جومنه احداثٌات المركز الآنً للدوران فً ال
 

 
 

 

    
) 

 هو :        جملة متماسكةفً 

  ⃗⃗⃗⃗⃗  
 

  
  ⃗⃗⃗   ⃗    

 من الجملة الثابتة الى الجملة المتحركة   هنا ٌجب اسماط سرعة النمطة 

 ⃗       ⃗⃗ ⃗   ⃗         𝜃  ⃗     𝜃  ⃗  

 𝐵المعادلات الوسٌطٌة لمسار 

المعادلات 

 الوسٌطٌة للماعدة

ممكن فً الامتحان 

ان نعتبره تكامل 

 شهٌر 
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  ⃗⃗⃗⃗⃗  
 

  
  ⃗⃗⃗   ⃗              

 

  
|

 ⃗  ⃗  ⃗⃗
   

     𝜃       𝜃  

| 

  
 

 
    𝜃 حورم المضٌب            المتدحرج هو 

  
 

 
    𝜃 

  ) ومنه احداثٌات المركز الآنً للدوران فً الجملة المتماسكة هو 
 

 
    𝜃) 

(4 ( هندسيا  ) تعيين المركز الآني للدوران  
     وذلن باستخدام نظرٌة المسالط على النمطتٌن  نموم أولاً بتعٌٌن منحى شعاع سرعة النمطة 

 

 ⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

| ⃗   | |  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |    𝜃  | ⃗   | |  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |      

   𝜃          ,
𝜃             ممبولة   

 𝜃       مرفوضة
 

   𝜃 كما أنه لدٌنا ،      ⃗ وازي ت    ⃗ حمك أن تا لأنه ةمرفوض| ⃗   |  | ⃗   | 

 أي أن الحركة انسحابٌة وهذا مرفوض .    ⃗     ⃗ تالً فإن  وبال

 عندئذٍ :         وبفرض احداثٌات المركز الآنً للدوران فً الجملة الثابتة هً 

                    
 

 
 

         
 

   (
 
 
 𝜃)

 
 

   𝜃
 

 عندئذٍ :       ثٌات المركز الآنً للدوران فً الجملة المتماسكة هً وبفرض احدا
 

       

           (
 

 
 𝜃)    

 

   𝜃
    𝜃       𝜃 

 
  𝜃         أي المركز الآنً للدوران هندسٌاً فً الجملة المتماسكة هً 

(5 التالية : من العلاقة    يجاد تسار  النقطة لإ  

 ⃗     ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 ⃗      |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗

  𝜃  

    

|  𝜃      ⃗ 

 ⃗     𝜃      ⃗   𝜃    ⃗ 

المعادلات 

الوسٌطٌة للماعدة 

 هندسٌا

المعادلات 

الوسٌطٌة 

للمتدحرج 

 هندسٌا
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 من الاشتقاق المباشر مرتين للعلاقة : أو

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗        ⃗⃗ ⃗        𝜃   ⃗⃗ ⃗        𝜃   ⃗⃗ ⃗ 
(6 إٌجاد مركز التسارع المعدوم   

 .من المتماسكة ٌنعدم تسارعها بالنسبة للجملة الثابتة هً مركز التسارع المعدوم لأنها نمطة     نمطةإن ال

 

(7 تعيين نقطة من القضيب ذات السرعة الصغرى في اللحظة المذكورة 

  ⃗⃗⃗⃗  
 

  
  ⃗⃗⃗   ⃗    

 ⃗     ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  
 د عن المركز الآنً للدوران السرعة الصغرى تمابل ألل بعإن 

    وهً ألل بعد عن المركز الآنً للدوران  أصغرٌة هً نمطة ذات سرعة   ز المضٌب مركإذا 
 .      وٌكون 

 

 لم تحلها الدكتورة   𝟏𝟎𝟏 مسألة من الكتاب صفحة 

 ،     حول النمطة الثابتة      بسرعة زاوٌة ثابتة ٌدور فً مستوي ثابت     طوله       ذراع 

على     ( وتنزلك نهاٌته     )أي بالذراع     مرتبط مفصلٌا فً      ذراع طوله      إن 

 ,والمطلوب :       المستمٌم الثابت 

-1 .    معادلات حركة الذراع  

-2 ثم تعٌٌن الماعدة والمتدحرج .     تعٌٌن المركز الآنً للدوران للذراع  

-3 .    تعٌٌن سرعة وتسارع النمطة  

  الحل : 

 لطب للحركة عندئذ :    نختار النمطة 

    حركة الذراع  نلاحظ أن   عمودي على    و    هو الذراع     

 .   حركة دائرٌة مركزها  
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-1 تعيين معادلات الحركة : 
 فً الجملة الثابتة هً :  , وبالتالً معادلات النمطة    ة النمط

         {
        𝜃
        𝜃

 

𝜃ولكن حسب الفرض فً نص المسألة 
 
     𝜃       𝜃  

𝜃و      من شروط البدء  𝜃نجد أن      
 
𝜃وبالتالً  :           

 لتالً فإن :وبا

                              
           ٌكون :        فً المثلث  و   𝜃        ٌكون :        فً المثلث 

 وبالتالً بالمطابمة :

     𝜃                
   𝜃

 
         (

   𝜃

 
)        

         (
      

 
) 

 وبالتالً معادلات الحركة هً :

                                      (
      

 
) 

-2 تعيين المركز الآني للدوران : 

           جملة الثابتة هً بفرض إحداثٌات المركز الآنً للدوران فً ال: أولا  

 ً  ((  )) سنموم بتعٌٌن المركز الآنً هندسٌا وٌمكن تعٌنه تحلٌلٌا

 تتحرن على نفس المستمٌم .  تتحرن بشكل دائرة و   

 ,ألا وهً النظٌم .  , ونأخذ العمود المماس فً النمطة   وبالتالً نأخذ مماس الدائرة على 

  ⃗⃗⃗⃗⃗  
 ⃗⃗⃗   ⃗   

  
            

      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗ 

⏞           كما أن :    𝜃         نلاحظ أن : 
    من

   √        

       √  
    𝜃

 
   √      𝜃 

        𝜃    √      𝜃            √          
             𝜃        𝜃 

   (     𝜃    √      𝜃)     𝜃 

             √                 
 وبالتالً احداثٌات المركز الآنً للدوران فً الجملة الثابتة هً :
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 (          √                    √                ) 

 المعادلات الوسٌطة للماعدة . وهذه  الاحداثٌات تعٌن 
وبفرض احداثٌات المركز الآنً للدوران ، فً الجملة المتماسكة  لتعٌٌن إحداثٌات المركز الآنً للدوران

 .  (         ) فً الجملة المتماسكة هً : 

 بالتالً نموم بما ٌلً :و

                       (
 

 
  ) 

                      
   𝜃

 
 

        (     𝜃   √      𝜃     𝜃)  
   𝜃

 
 

        
 

 
(    𝜃  √      𝜃  

    𝜃

   𝜃
) 

        
 

 
(        √          

       

      
)        

              (
 

 
  )          

     (     𝜃   √      𝜃     𝜃)
√      𝜃

 
 

     
 

 
(   𝜃  √      𝜃         𝜃     𝜃) 

     
 

 
(       √                            )        

 هً احداثٌات المركز الآنً للدوران فً الجملة المتماسكة      و     إن 
 وهذه الاحداثٌات تعٌن المعادلات الوسٌطة للمتدحرج .

-3 :    تعيين سرعة وتسار  النقطة  
 

 فً الجملة الثابتة هو :    عبارة شعاع الموضع للنمطة 

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗ ⃗      ⃗⃗ ⃗      ⃗⃗ ⃗ 

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (          √         )   ⃗⃗ ⃗ 

 بالاشتماق نحصل على السرعة :

 ⃗⃗      (          
                

√         
)   ⃗⃗ ⃗ 

 بالاشتماق مرة ثانٌة نحصل على التسارع :
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 ⃗        
          

(   
                    √         )

         
 

  

(

 
 
(
                

√         
)                   

         

)

 
 

 

سألة وظيفة من المحاضرة العاشرةم 

من محٌطها إلى مستوي ثابت     تستند بنمطة     ثابت نصف لطرها     صفٌحة دائرٌة مركزها 

 والمطلوب :،         

عٌن الإحداثٌات المعممة للصفٌحة , وشعاع الدوران الآنً بدلالة هذه الإحداثٌات ومشتماتها    1)
 بالنسبة للزمن .

    ⃗ بسرعة لٌمتها        تدور حول المحور      ن نمطة التماس بفرض أ 
√ 

 
ولٌمة    2)

|⃗⃗⃗ |شعاع الدوران  ,عٌن معادلات حركة الصفٌحة ثم عٌن سرعة نمطة ما من الصفٌحة    
 وتسارعها .

نً للدوران ,عٌن المحور الآ        بفرض ان الصفٌحة تتدحرج دون انزلاق على المستوي   3)
  والماعدة والمتدحرج .

 الحل :

 لدٌنا ضلع من المتماسكة ملازم للمستوي الثابت ،      ملازمة للمستوي     

                 منطبك على     عندئذ ٌكون  

     𝜃وبالتالً وسطاء الحركة هً 
 وبالتالً أصبح لدٌنا درجتٌن من الحرٌة 
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          نختار احداثٌات 

 ⃗⃗⃗      
⃗⃗⃗⃗⃗  𝜃  ⃗⃗     ⃗⃗ 

  ⃗⃗⃗      
⃗⃗⃗⃗⃗  𝜃  ⃗⃗ 

 فً جملة الثانٌة :

 ⃗⃗⃗      
⃗⃗⃗⃗⃗  𝜃        ⃗⃗ ⃗        ⃗⃗ ⃗  

  ⃗⃗⃗  𝜃        ⃗⃗ ⃗  𝜃        ⃗⃗ ⃗      
⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗⃗⃗ 𝜃       𝜃           
 فً جملة متماسكة :

 ⃗⃗⃗      
⃗⃗⃗⃗⃗  𝜃  ⃗⃗ 

  
⃗⃗⃗⃗⃗     𝜃  ⃗⃗     𝜃  ⃗    ⃗⃗   ⃗     ⃗   ⃗ 

 ⃗⃗⃗  𝜃  ⃗        𝜃  ⃗        𝜃  ⃗⃗ 
  ⃗⃗⃗ 𝜃        𝜃        𝜃  

   𝜃   معادلات الحركة : ٌجاد ا

    ⃗ لدٌنا :   
√ 

 
  

 ⃗     ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗

𝜃      𝜃      𝜃
   

| 

  ⃗            𝜃  ⃗            𝜃  ⃗⃗ 

  ⃗        (   𝜃  ⃗     𝜃  ⃗⃗) 
 لٌمة السرعة مع التربٌع :بتعوٌض 

 

 
          

  
 

 

 
 
  

  
  

 
 

√ 

 
 
 

 
 

 :نجد بالمكاملة 

  
√ 

 
 
  

 
    

 وبالتالً              فً بداٌة الحركة
 
   

   
√ 

 
 
  

 
 

|⃗⃗⃗ |لدٌنا :      

 ⃗⃗⃗  𝜃  ⃗        𝜃  ⃗        𝜃  ⃗⃗ 

 ⏞
بتربيع

| ⃗⃗⃗|  𝜃           𝜃          𝜃 

 | ⃗⃗⃗|  𝜃       
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   𝜃   (
 

 
 
  

  
)    

 

 
 
  

  
 𝜃   

 𝜃
 
 √  

 

 
 
  

  
 

 𝜃

  
 √  

 

 
 
  

  
 𝜃  ∫√  

 

 
 
  

  
   

  نفرض   
 

√ 
    ومنه        

 

√ 
         

 𝜃   
 

√ 
  ∫      √  

 

 
 
   

   
         

 𝜃   
 

√ 
  ∫              

 𝜃  
  

√ 
 ∫            𝜃  

  

√ 
 ∫

         

 
    

 𝜃  
 

√ 
 [
 

 
        ]     

         بتعوٌض 
√ 

  
 نجد :    فً   

𝜃  
 

√ 
*
 

 
            (

√ 

  
 )         

√ 

  
 + 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  : لدٌنا :  متماسكة الجملة ال فً          و بفرض    ⃗⃗⃗  
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

𝜃 ⏟
 

 
 

      𝜃⏟    
 

 
 

      𝜃⏟    
 

 

    و     من 

𝜃
 
          𝜃 

     و     من 

𝜃
 
          𝜃 

 :نجد بالتربٌع والجمع 

𝜃
  
              

𝜃   وبتعوٌض لٌمة كل من 
 

 نجد : 
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 وهً معادلة المتدحرج .

⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ثابتة :  الجملة الفً  ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  
  

  
 

  

  
 

  
  

 

  

𝜃      ⏟    
 

 
  

𝜃      ⏟    
 

 
  
  ⏟
 

 

     و     من 

 
 
     𝜃

       
     و     من 

 
 
     𝜃

       
 :نجد بالتربٌع والجمع 

 
 
   

    
     

 𝜃   

   𝜃وبتعوٌض لٌمة 
 

 نجد : 

 

 
 
  

  
   

    
     

 (  
 

 
 
  

  
) 

 وهً معادلة الماعدة .

          بحٌث     إٌجاد سرعة نمطة ما من الصفٌحة ولتكن 
 نوجد السرعة بجملة متماسكة :

 ⃗     ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗    |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗

𝜃      𝜃      𝜃
   

| 

  ⃗            𝜃  ⃗            𝜃  ⃗⃗ 
  ⃗               𝜃           𝜃  

 :نستخدم العلالة التالٌة التسارع لإٌجاد 

 ⃗     ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗    
 لدٌنا شعاع الدوران 

 ⃗⃗⃗   𝜃       𝜃       𝜃  
 نشتك السرعة الزاوٌة فً المتماسكة :

 ⃗   𝜃          𝜃  𝜃       𝜃         𝜃  𝜃       𝜃  
 :نجد      نمطةلل بعلالة التسارع   ⃗⃗⃗      ⃗  ⃗ بتعوٌض كل من   ومنه
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 ⃗    |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗

𝜃        𝜃  𝜃       𝜃       𝜃  𝜃       𝜃
   

|   

 |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗

𝜃      𝜃      𝜃

        𝜃        𝜃

| 

  ⃗            𝜃  𝜃       𝜃  ⃗          𝜃  𝜃       𝜃  ⃗⃗  

(         𝜃          𝜃) ⃗    𝜃      𝜃  ⃗    𝜃      𝜃  ⃗⃗ 

  ⃗          ⃗         𝜃  ⃗         𝜃  ⃗⃗ 
 

  ⃗    (             𝜃          𝜃) 

 انتهت المحاضرة


