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 ال ملليمجمدكتور المادة:  ◄

  الفضاء المنظمشنوان المحاضرة :                             امة  شررالخ :المحاضرة ◄

 أهلاً بكى أصدقائً سندرس فً هذه انًحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 يثهة عهى فضاءات ينظًة ا -1
    انفضاء انًنظى انتاو -2

 تًهٍدٌة لاتغٍز الانسحاب -3

 

 نزحًن انزحٍىبسى الله ا

بدأنا فً محاضرتنا الماضٌة بتعرٌف دالة النظٌم والفضاء المنظم وسنتابع الٌوم فً بحث الفضاءات 

 المنظمة وسنرى أنه ٌوجد لدٌنا فضاءات منظمة تامة )باناخ(وأخرى غٌر تامة . والأن لنبدا بمحاضرتنا ..

تخلص مترك من كل نظٌم ومن درسنا سابقاً أن كل فضاء منظم هو فضاء متري اي ٌمكننا أن نس -

 المساواة التالٌة :

 (   )           

 ولنثبت أن هذا التابع هو تابع مسافة أي لنتحقق من الشروط الأربعة :

1- (   )  |     |  (محقق حسب تعرٌف النظٌم)                             

2- (   )     |     |                 

3- (   )  |     |  | (  ) (   ) |       |     | 

 |     |  (التناظر شرط تحقق)                           (   )  

4- (   )  |     |  |         |  |     |  |     | 

  (   )   (   ) 

  (   )   (   )   (   )         

 مترك   ومنه محققة عة برمما سبق نجد تحقق الشروط الأ

   إذن أثبتنا أن كل نظٌم ٌولد مترك وفق المساواة السابقة  

   1تحليل التابعي  
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إذن كل فضاء منظم هو فضاء متري وكل شئ ٌصح فً الفضاءات المترٌة من )تعارٌف   نتٍجة :

والعكس لٌس بالضرورة صحٌح نتائج ....( ٌصح فً الفضاءات المنظمة  –مبرهنات –خواص  –

 ٌصح فً الفضاءات المترٌة .صح فً الفضاءات المنظمة اي لٌس كل ما ٌ

 

 ))ٌمكننا القول أن الفضاءات المنظمة هً حالة خاصة  

 من الفضاءات المترٌة((

 

 

 

‖   ‖سؤال : انطلاقاً من متباٌنة المثلث فً خواص النظٌم ))  ‖ ‖  ‖ ‖)) 

 استنتج الدستور التالً :

 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖ 

 الحل :

        ⏟
نأخذ نظٌم الطرفٌن

‖ ‖  ‖     ‖    ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖ 

 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖       ( ) 

 من جهة أخرى 

        ⏟
نأخذ نظٌم الطرفٌن

‖ ‖  ‖     ‖    ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖ 

 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖⏟    
‖   ‖

                  

 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖   ‖     ( ) 

‖ ‖             نجد أن ( )و( )من   ‖ ‖  ‖   ‖ ( ) 

 

 القٌمة المطلقة المعرفة كالتالً : سؤال: اثبت أن دالة

         

            

 (     ( ثم استنتج صحة هذا الاستمرار من اجل دالة نظٌم ) 𝜀 𝛿هً دالة مستمرة )بلغة 

انحم: التالً إن الخط البٌانً لدالة القٌمة المطلقة هو ك 

 
𝒙  𝒚
 𝒙  𝒚

 ⇒  𝒙  𝒚 

 اعتمدنا على الخاصة

 (‖ ‖ 𝑋) منظم

 (𝑋 𝑑) متري

𝒙 

𝒚 
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   مستمرة على     نلاحظ أن الخط البٌانً للدالة 

 حٌث أنه لا ٌوجد انقطاع أثناء رسمه لكننا سنثبت حسب التعرٌف :

  قق الشرط الثانًٌجب أن ٌتح  من   (  )حتى تكون الدالة |.| مستمرة عند النقطة -

                                               𝜀       𝛿               𝛿 ⇒            𝜀 

|        |بالاعتَاد عيى خاصت                               

𝛿باختٍاس    𝜀    :ّجذ 

 𝜀       𝛿  𝜀            𝛿 ⇒ |        |         𝛿  𝜀     

   ٍستَش عيى      إرُ تحقق تعشٌف الاستَشاس ٍْٗٔ 

 (. )اىَتجًٖ  عيى اىفضاء ىْظٌٍ ّجذ أُ داىت اىْظٌٍ ٍستَشةباستبذاه اىقٍَت اىَطيقت بالأسي٘ب تَاٍاً بْفس ا

 إرُ داىت اىْظٌٍ :

‖ ‖     

  ‖ ‖ 

 𝜀       𝛿  𝜀  ‖    ‖  𝛿 ⇒  ‖ ‖  ‖  ‖  ⏟
 اعتَذّا عيى اىخاصت( )

‖    ‖  𝛿  𝜀  

    تٌ اىَطي٘ب

يلاحظة : طبق داىت اىْظٌٍ عيى داىت اىقٍَت اىَطيقت تْ  فً  

 :ٗالأُ سْ٘سد بعض الاٍثيت عيى اىفضاءاث اىَْظَت

  ىذاىت اىْظٌٍ اىَعشفت باىَساٗاة .ٕ٘ فضاء ٍْظٌ باىْسبت  𝑛 انفضاء الاقهٍدي -1

‖ ‖  (∑    
 

 

   

)

 
 

    √    
             

  

 ٌٍ ٌ٘ىذ ٍتشك ٍعشفاً باىَساٗاة اىتاىٍت :ٗإُ ٕزا اىْظ
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 (   )  ‖   ‖  (∑       
 

 

   

)

 
 

 √       
               

  

(  )   (  )  حٍث    
 (حٍث          )          

ℓانفضاء -2  عطى ماىتاىً :ٕ٘ فضاء ٍْظٌ حٍث اىْظٌٍ ٌ  
𝑝

‖ ‖  (∑    
 

 

   

)

 
 

 

 ٌٗ٘ىذ ٕزا اىْظٌٍ اىَتشك اىَعشف باىعلاقت اىتاىٍت :

 (   )  ‖   ‖  (∑       
 

 

   

)

 
 

 

(  )   (  )  حٍث   ℓ
 

 (حٍث   )         

 علاقت اىتاىٍت :: حٍث اىْظٌٍ ٌعطى باى 𝓵انفضاء -3
 

‖ ‖     ⏟
   

      

(   ) ٗاىَتشك اىَ٘ىذ ٍِ ٕزا اىْظٌٍ ٕ٘   ‖   ‖     ⏟
   

         

ℓحٍث
 

    (  )   (  )   

:  حٍث اىْظٌٍ باىعلاقت :-𝐶,𝑎 𝑏انفضاء  -4

‖ ‖     ⏟
     

  ( )  

(   ) ٍِ ٕزا اىْظٌٍ  ٗإُ اىَتشك اىَ٘ىذ  ‖   ‖     ⏟
     

  ( )   ( )  

  -   ,     حٍث 
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 ٍز انتاية :انفضاءات انًنظًة انتاية وغ 

بخص٘ص اىَتشك اىَ٘ىذ ٍِ ٕزا اىْظٌٍ )لأُ مو ّظٌٍ ٌ٘ىذ إرا ماُ تاٍاً ّق٘ه عِ فضاء ٍْظٌ أّٔ تاٍاً 

 ٍتشك (

ℓ ,  أيثهة :
 

, ℓ
 

  اىَعشفت عيٍٖا  الاقيٍذي شكبخص٘ص اىَتتاٍت  

(   ) بخص٘ص اىَتشك تاً  -   , ٗمزىل      ⏟
     

  ( )   ( )  

أٍاً إرا ماُ اىفضاء اىَْظٌ غٍش تاٍاً بخص٘ص اىَتشك اىَ٘ىذ ٍِ ٕزا اىْظٌٍ عْذٕا ّق٘ه عِ أُ اىفضاء 

 اىَْظٌ غٍش تاً

(   ) بخص٘ص اىَتشك غٍش تاً  -   , اىفضاء    ∫   ( )   ( ) 
 

 
أيثهة : ( ) 

ٌَنْْا اُ ّْطيق ٍِ فضاءاث ٍتشٌت غٍش تاٍت ّٗحصو ٍباششة عيى فضاءاث ٍْظَت غٍش  بَعْى أخش<<

 تاٍت <<

 عيى رىل  ٌَنِ إتَأٍ ٗستْاٗه الاُ ٍثالاً . لا بذ ٍِ الإشاسة إىى أُ مو فضاء ٍْظٌ  غٍش تاً 

ٗىْزٗدٓ  -   ,فضاء اىذٗاه اىَستَشة عيى اىَجاه اىَغيق  -   , ىٍنِ ىذٌْا اىفضاء يثال :  

 باىذاىت اىتاىٍت :

‖ ‖  ,   -    

           ‖ ‖  (∫ ( ( ))
 
 ( )

 

 

)

 
 

  

 لنثبت فً البداٌة أن ||.|| هً دالة نظٌم .

 لنتحقق من شروط النظٌم الأربعة :

      ,   -              

1-  ‖ ‖  .∫ ( ( ))
 
 ( )

 

 
/

 

 
      

2- ‖ ‖     .∫ ( ( ))
 
 ( )

 

 
/

 

 
     ( )     ( )     

 دالة تصور جمٌع النقط بالصفر )الدالة الصفرٌة(   :محقق                 

3- ‖  ‖  .∫ (  ( ))
 
 ( )

 

 
/

 

 
 .∫ ( ) ( ( ))

 
 ( )

 

 
/
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 √( ) (∫ ( ( ))
 
 ( )

 

 

)

 
 

    (∫ ( ( ))
 
 ( )

 

 

)

 
 

  ‖  ‖      ‖ ‖ 

4- ‖   ‖  .∫ ((   )( ))
 
 ( )

 

 
/

 

 
 

 ⏟
كونها دوال مستمرة

(∫ ( ( )   ( ))
 
 ( )

 

 

)

 
 

  

 نجد      سكً من أجل ٌنكوفلدٌنا حسب متراجحة م

∫ (( ( )   ( ))
 
 ( ))

 

 

 
 

 ∫ (( ( ))
 
 ( ))

 

 

 
 

 ∫ (( ( ))
 
 ( ))

 

 

 
 

 

⇒ ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

 -   , اء المتجهً هً دالة نظٌم على الفض      إذن تحققت الشوط الأربعة ومنه 

ٌر تام بخصوص المترك المولد هو فضاء  منظم  ولكنه غٌر تام لأنه غ  (      -   , )وبالتالً فإن 

 هذا النظٌم . من 

  ( )   (   )  ‖   ‖  (∫ ( ( )   ( ))
 
 ( )

 

 

)

 
 

     

 ٌة عشر حٌث ٌستعاض عن المترك سابقاً ة الثانلبرهان الورادة فً المحضروللإثبات ٌمكن اتباع خطوات ا

بنفس الخطوات نستطٌع إٌجاد  -   ,بالحالة العامة  -   ,بالمترك الحالً وأٌضاً باستبدال المجال 

كوشٌة غٌر متقاربة ضمن هذا الفضاء ونهاٌة هذه المتتالٌة الكوشٌة هً دالة قابلة للمكاملة ولكنها غٌر 

الفضاء غٌر تام بخصوص المترك المعرف  ر متقاربة ضمن هذا الفضاء اذاً شٌة غٌمستمرة إذن هذه الكو

 علٌه 

مترك الحالً ٌمكن لبخصوص هذا ا -   , ن هذا الفضاء إف وكما ذكرنا أن كل فضاء تام ٌمكن اتمامه-

هو الفضاء   -   ,  إتمامه بالإعتماد على مبرهنة الإتمام التً مرت معنا سابقاً ولنرمز لهذا الإتمام 

 ( )بخصوص المترك  -   , المتمم للفضاء 

 والنظٌم معرف بالدستور: -   ,  مكن الحصول أٌضا على الفضاء وبالتالً فإنه من تكامل لوبٌك ٌ
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‖ ‖  (∫   ( )   ( )
 

 

)

 
 

 

بحٌث ٌكون التكامل   -   ,ك على ة وفق لوبٌالقٌوس   بطرٌقة مباشرة باستعمال تكامل لوبٌك ودوال 

تكون عندئذٍ صفوف تكافؤ لهذه  -   ,  موجوداً ومنتهٌاً وعناصر -   ,على       لوبٌك للدالة 

 مساوٌاً للصفر. -   ,على           إذا كانت تكامل لوبٌك لـ  ٌكون مكافئاً لـ    الدوال حٌث 

 سحاب (:تمهيدية )لاتغير الان

 : نٌجب ان ٌحقق الخاصتٌ   ٌم على فضاء منظم ظمولد من ن   كل مترك 

     (       )   (   ) 

     (     )      (   )    

 .  وأٌاً كان العدد   من       أٌا كانت العناصر 

 البرهان : لدٌنا 

 (       )  ‖(   )  (   )‖  ‖   ‖   (   ) 

 (     )  ‖     ‖     ‖   ‖    تم المطلوب     (   )     

 :الكرة الواحدية في فضاء منظم 

(   )       ندعو المجموعة -1  *     ‖ ‖   +                             

 ()أحٌاناً ندعوها القشرة الكروٌة(1( ونصف قطرها )0كرة واحدٌة مركزها )

(   )       عة وندعو المجمو  -2  *     ‖ ‖   +                        

 (1( ونصف قطرها )0كرة واحدٌة مغلقة  مركزها )         

(   )      وندعو المجموعة -3  *     ‖ ‖   +                           

 (1( ونصف قطرها )0كرة واحدٌة مفتوحة مركزها )         

داد من الاع (     )  الفضاء المتجهً المؤلف من كل الزواج المرتبة    لدٌنا  لتكن 3سؤال  :

 لدٌنا النظائم التالٌة :ة .الحقٌقٌ

1-‖ ‖            

2-‖ ‖  (  
    

 )
 

  

3-‖ ‖      *         + 
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4-‖ ‖  (  
    

 )
 

  

 نظٌم بكرة واحدٌة . مثل كل

 الحل :

 ٌم هً بالشكل :ظالكرة الواحدٌة الممثلة لهذا الن  -1

   (   )  *                + 

 نناقش عدة حالات :

   موجبٌن نحصل على المستقٌم       كلا من 

     موجبة نحصل على    سالبة و    

   سالبة أٌضاً نخصل على    سالبة و     

   سالبة نحصل على    موجبة و    

 ومنه تكون الكرة الواحدٌة الممثلة لهذا النظٌم بالشكل :

  الكرة الواحدٌة الممثلة للنظٌم الثانً تكون : -2

3-   (   )  {      (  
    

 )
 

   }  *        
    

   +    

  ونصف قطرها   وهً تمثل كرة مركزها 

 

 

 

 

 تعطى بشكل  ثالثالكرة الواحدٌة الممثلة للنظٌم ال -4

  (   )  *        *         +   +   

 نناقش حالتٌن

       

   

  

       

   

  

𝐴  

𝐴  
𝐴  

𝐴  
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  او       إما عندئذ           عندئذٍ      هو     إذا كان       (

 (  مستقٌمات توازي المحور 

  او       عندئذ إما           عندئذٍ      هو     إذا كان       (

 (  مستقٌمات توازي المحور 

 وتكون الكرة الواحدٌة كما هو موضح بالشكل :

 

 

 إن الكرة الواحدٌة الممثلة لهذا النظٌم هً من الشكل  -5

  (   )  {     (  
    

 )
 

   }  *       
    

   + 

 وهً معادلة كرة مضغوطة كما  هو ووضح بالشكل :

 

 

 

 تعريف المجموعة المحدبة :- 

  من     و  من فضاء متجهً إنها محدبة إذا اقتضى وقوع أي نقطتٌن   نقول عن مجموعة جزئٌة 

 تتحقق العلاقة :

  *          (   )         +    

   نقطة داخلٌة فً    وتدعى كل نقطة أخرى من      قطعة مستقٌمة مغلقة حداها النقطتان    دعى ت

 مثال على مجموعة محدبة وأخرى غٌر محدبة.

 

 

 

 

𝜉    𝜉     

𝜉    

𝜉     

  

       

   

  

 

 
𝑥  

 

 
𝑦 

3

4
𝑥  

 

4
𝑦 

𝑦 

𝑥 

 )محدبة(

𝑦 

𝑥 

 محدبة(غير )
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 ملاحظة :

ة جبرٌة إضافة إلى البنٌة ٌنالفضاء المنظم كونه مزود ببفً    استطعنا تعرٌف النقطة المستقٌمة 

ستطٌع تعرٌف هذه القطعة المستقٌمة فً الفضاء المتري كون الفضاء المتري الطبولوجٌة بٌنما لان

والطرح والجمع  كل هذه العملٌات التً  د))اي بمعنى أخر الضرب بعد فقطمزود ببنٌة طبولوجٌة 

 غٌر معرفة فً الفضاء المتري (( نراها بتعرٌف القطعة المستقٌمة 

من فضاء   زم والكافً كً تكون مجموعة جزئٌة لاإن الشرط  التعريف المجموعة المحدودة : -  

‖ ‖بحٌث تحقق المتباٌنة   محدودة هو أن ٌوجد عدد موجب    منظم  من   أٌا كان     

     

‖ ‖)مع ملاحظة أن   (   ( ونصف قطرها 0هً معادلة كرة مركزها )   

ر ونصف قطرها مناسب تحوي إي بمعنى أخر استطعنا إٌجاد كرة مفتوحة )أو مغلقة ( مركزها الصف

 . حدودةم  تكون المجموعة   عندها المجموعة

 انتهت المحاضرة 


