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 محمد الشيخ دكتور المادة:  ◄

  المتتاليات والمتسلسلات العقدية عنوان المحاضرة :    الرابعة عشر: المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

    خواص نهاية متتالية -1

 المتسلسلات العقدية -2

 تقارب متسلسلة عقدية -3

  المتسلسلة الهندسية العقدية-4

 :حل وظيفة المحاضرة السابقة 

ةبرهنم كل متتالية متقاربة محدودة   

  :البرهان

Ʒ𝑛}بفرض أن  = 𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛}  متتالية متقاربة 

⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} متقاربتان 

⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}) محدودتان )حسب مبرهنة سابقة 

⟸ {Ʒ𝑛} ) محدودة )حسب مبرهنة سابقة 

ةبرهنم كل متتالية متقاربة كوشية  

Ʒ𝑛}أن بفرض :البرهان = 𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛}  متتالية متقاربة 

⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} متقاربتان فيℝ  , ونعلم أن كل متقاربة فيℝ  كوشية 

 ⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} كوشيتان فيℝ 

  1التحليل العقدي  
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⟹ ∀ ε > 0 ; ∃𝑁 ≥ 0 ;𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ {
|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| <

𝜀

2

|𝑦𝑚 − 𝑦𝑛| <
𝜀

2

 

|Ʒ𝑚 − Ʒ𝑛| = |(𝑥𝑚 − 𝑥𝑛) + 𝑖 (𝑦𝑚 − 𝑦𝑛)| 

≤⏟
واصخ الطويلة سبح 

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| + |𝑦𝑚 − 𝑦𝑛| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 

⟸ {Ʒ𝑛}  كوشية 

ةبرهنم فضاء تام )أثبت أن كل متتالية كوشية متقاربة (ℂ: أثبت أن 

  :البرهان

Ʒ𝑛}أن فرض ب = 𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛}  متتالية كوشية فيℂ : عندئذ تحقق 

∀ ε > 0 ; ∃𝑁 ≥ 0 ;𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ |Ʒ𝑚 − Ʒ𝑛| < 𝜀 

⟹ {
|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| ≤ |Ʒ𝑚 − Ʒ𝑛| < 𝜀
|𝑦𝑚 − 𝑦𝑛| ≤ |Ʒ𝑚 − Ʒ𝑛| < 𝜀

 

  ⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} كوشيتان فيℝ 

 فضاء تام  ℝونعلم أن 

  ⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} متقاربتان فيℝ 

⟸ {Ʒ𝑛}  متقاربة فيℂ 

 والأن سنبدأ بمحاضرتنا 

 والأن سنبدأ بمحاضرتنا
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 خواص نهاية متتالية 

مجموع متتاليتين متقاربتين متتالية متقاربة ونهايتها تساوي مجموع النهايتين العكس غير صحيح  -

 في الحالة العامة )قد توجد متتاليتين المجموع لهما متتالية متقاربة وهما غير متقاربتين (

  ⏟𝑛(1−)}  : مثال 
متباعدة

+ (−1)𝑛+1⏟    
متباعدة

} = {0}⏟
متقاربة

⟶ 0 

 مجموع متتاليتين متباعدتين متقاربتين  *

متتاليتين متقاربة فإن الأخرى ستكون الو إحدى  متقاربة تينمتقارب تينمجموع متتاليلو كان ملاحظة :

 متقاربة أيضاً 

𝜆)متقاربة  {𝜆Ʒ} ⟷متقاربة  {Ʒ𝑛}ثابتاً عقدياً غير معدوم فإن  λإذا كان   - ≠ 0) 

lim𝑛→∞(𝜆Ʒ)وفي حال التقارب  = 𝜆(lim𝑛→∞(Ʒ𝑛)) 

)تقاربها متتاليتين متقاربتين متتالية متقاربة من جداء النهايتين والعكس غير صحيح في الحالة العامة  جداء-

⏟{𝑛} :مثال معاكس ك    تقارب ( ⟺تتالية حقيقية كالم
متباعدة∞

  {
1

𝑛
}⏟

0 متقاربة

 

. 𝑛}إلا أن 
1

𝑛
} = {1} ⟶  ( متقاربة)1

 مقلوب متتالية متقاربة من عدد غير معدوم هي متتالية متقاربة من مقلوب النهاية -

Ʒ𝑛 ⟶ 𝑎 ≠ 0 ⟹
فإن

1

Ʒ𝑛
⟶

1

𝑎
 

حاصل قسمة متتاليتين متقاربتين )شرط أن تكون نهاية المقام غير معدوم (هي متتالية متقاربة ونهايتها -

 تساوي نهاية البسط على نهاية لمقام 

lim
Ʒ𝑛
𝑊𝑛

=
lim Ʒ𝑛
lim 𝑊𝑛

 

 ∞دائما تسعى إلى  𝑛: في المتتاليات  ملاحظة

-
1

Ʒ𝑛
⟶∞⟺ Ʒ𝑛 ⟶ 0        

1 

2 

3 

4 

5 

6 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0997378154             Facebook_Page : IOM               F.B Group :improve our mathematics  
 

4 

     1
Ʒ𝑛
⟶ 0⟺ Ʒ𝑛 ⟶∞        

إن حذف عدد منتهي من حدود متتالية أو إضافة عدد منته إلى حدود متتالية لا يؤثر على طبيعة متتالية ولا -

 على نهايتها في حال التقارب 

: ةاختبار المقارن 

,{Ʒ𝑛}لتكن  {𝑊𝑛}  متتالية بحيث يتحقق 

∃𝑁; ∀𝑚, 𝑛 > 𝑁 ; |Ʒ𝑚 − Ʒ𝑛| < |𝑊𝑚 −𝑊𝑛| 

 {Ʒ𝑛}يقتضي تقارب  {𝑊𝑛}عندئذ تقارب 

 المتسلسلات العقدية 

 متتالية عقدية حيث  {Ʒ𝑛}لتكن 

ℕ ∪ {0} ⊇ 𝐴 = {𝑛0, 𝑛0+1, … , 𝑛, . . } 

 نسمي المجموعة من الشكل :

Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 +⋯+ Ʒ𝑛 +⋯ 

∑ونرمز لها  Ʒ𝑛متسلسلة عقدية حدها العام  Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

 الحد الأول للمتسلسلة كما نسمي 

*متتالية المجاميع الجزئية )النونية ( للمتسلسلة : 

 متتالية عقدية معرفة كما يلي : {𝑆𝑛}لتكن 

𝑆𝑛0 = Ʒ𝑛0 
𝑆𝑛0+1 = Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 = 𝑆𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 

𝑆𝑛0+2 = Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 + Ʒ𝑛0+2 = 𝑆𝑛0+1 + Ʒ𝑛0+2 

 

7 
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𝑆𝑛 = 𝑆𝑛−1 + Ʒ𝑛 = Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 +⋯ + Ʒ𝑛 = ∑ Ʒ𝑘

𝑛

𝑘=𝑛0

 

(𝑠𝑛  عبارة عن) مجموع الحدود من الحد الأول إلى الحد النوني 

∑متتالية المجاميع الجزئية )النونية ( للمتسلسلة   𝑠𝑛نسمي المتتالية  Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

 تقارب متسلسلة عقدية

إذا وفقط إذا كانت متتالية المجاميع  𝑆أنها متقاربة وأن مجموعها يساوي  Ʒ𝑛نقول عن المتسلسلة عقدية 

∑وفي حال التقارب نكتب    𝑆متقاربة من  𝑠𝑛الجزئية لها  Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0 = 𝑆  

 مثال : 

∑(√𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖

∞

𝑛=0

 

𝑆𝑛 = [(0 − 1) + (1 − √2) + (√2 − √3) +⋯+ (√𝑛 − √𝑛 + 1)]𝑖 

|𝑆𝑛| = −√𝑛 + 1 ⟶ +∞ 

 𝑆𝑛 ⟸ 𝑆𝑛 →  المتسلسلة متباعدة  ⟸متباعدة ⟸∞

عيار الحد العامم 

 ∑ Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0  متقاربة⟸⏟

فإن

 Ʒ𝑛 ⟶ 0 

  الأثبات :

∑مجموع المتتالية  𝑠لنفرض أن  Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0  المتقاربة 

𝑆𝑛    عندئذ :      = 𝑆𝑛−1 + Ʒ𝑛 

                              𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = Ʒ𝑛  

0بأخذ نهاية الطرفين         = 𝑆 − 𝑆 = limƷ𝑛  
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ملاحظة    ◄

Ʒ𝑛إذا كان  -1 ↛ ∑فإن    0 Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0  متباعدة 

فقد توجد متسلسلة متباعدة حدها العام العكس في المبرهنة السابقة غير صحيح في الحالة العامة  -2

 يسعى إلى الصفر 
 مثال

𝑛√)}المتسلسلة  − √𝑛 + 1)𝑖}   ًمتباعدة كما رأينا سابقا 

|Ʒ𝑛| = |(√𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖| = √𝑛 + 1 − √𝑛 

(|𝑖| =  ما داخل  الطويلة مقدار سالب فنقلب الإشارات ( , 1

lim |Ʒ𝑛|    (∞,−∞) 

 )لإزالته نضرب بالمرافق(عدم تعين 

lim|Ʒ𝑛| = 𝑙𝑖𝑚
(𝑛 + 1) − 𝑛

√𝑛 + 1 + √𝑛
= 0 

 المتسلسلة الهندسية العقدية 

∑هي متسلسلة عقدية حدها العام متتالية من الشكل  (𝑏𝑎𝑛)∞
𝑛=0 

 𝑎  أساس المتسلسلة و𝑏  نميز حالتين حدها الأول لدراسة تقاربها 

1- |𝑎| = 1 
|Ʒ𝑛| = |𝑏𝑎

𝑛| = |𝑏||𝑎𝑛| = |𝑏| ⟶ |𝑏| ≠ 0 

Ʒ𝑛ومنه  ↛  وهي متباعدة )حسب اختبار الحد العام ( 0

2- |𝑎| ≠ 1 
𝑆𝑛 = 𝑏 + 𝑏𝑎 +⋯+ 𝑏𝑎

𝑛 +⋯ 

𝑎𝑆𝑛 = 𝑎𝑏 +⋯+ 𝑏𝑎
𝑛 + 𝑏𝑎𝑛+1 +⋯ 

 من    بطرح   

(1 − 𝑎)𝑆𝑛 = 𝑏 − 𝑏𝑎
𝑛+1        ∶ 𝑎 ≠ 1 

⟶ 𝑆𝑛 =
𝑏

1 − 𝑎
(1 − 𝑎𝑛+1) 

 : وهنا نميز حالتين 

|𝑎| -أ > 1  

1 

2 

1 2 
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𝑎𝑛+1 ⟶∞ ⟹⏟
و المتسلسلة متباعدة

𝑆𝑛 ⟶∞  

|𝑎| - ب < 1  

𝑎𝑛+1 ⟶ 0 ⟹⏟
و المتسلسلة متقاربة

𝑆𝑛 ⟶
𝑏

1 − 𝑎
  

∑المتسلسلة متقاربة  𝑏𝑎𝑛∞
𝑛=0 =

𝑏

1−𝑎
 

ملاحظة    ◄

 𝑛0قد لا تبدأ مجموع في المتسلسلة الهندسية من الصفر لأجل ذلك كنا نأخذ الدليل يبدأ في 

 

 

 انتهت المحاضرة 

إعداد: يمنى خرما –شهناز طاطيش  –مهيار طعمة  


