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 هدى شماط المادة: ة دكتور  ◄ 

 حل مسائلاضرة :عنوان المح           ) والأخيرة(  عشرون الثانية و :الحاديةالمحاضرة  ◄

 سنقوم بهذه المحاضرة أصدقائي بحل بعض المسائل تطبيق لما أخذناه بالمحاضراث السابقت ..

الأولى"مسألة "ال 

,تتحرن فً مستو     ومتساوي السالٌن طول ضلعه المائم ٌساوي     لائم الزاوٌة فً        مثلث 

لٌمها على       ثابت بحٌث تتركب حركتها فً ثلاث دورانات فً المستوي الثابت حول النمط الثلاث 
 التوالً :

𝜔
 
                   𝜔           𝜔        

- عٌن الماعدة والمتدحرج .   والمطلوب:

- .    عٌن معادلات حركة النمطة                

 الحل

)المثلث( ونختار المحاور المتماسكة مع الصفٌحة           الثابت المحورٌن المستوي  فًنختار 

، إن حركة الصفٌحة مستوٌة ، والدورانات الثلاث هً دورانات متوازٌة       منطبمة على ضلعٌها 
 تعامد مستوي الحركة ونلاحظ أن :

𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗  𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝜔
 
 𝜔  𝜔      

هً     "حٌث     ٌمر من مركز مجموعة النماط   𝜔 الحركة دورانٌة آنٌة حول محور آنً أي أن 
  وٌتعٌن من العلالة : المركز الآنً للدورانات"

𝜔
 
  ⃗⃗⃗⃗  𝜔

 
  ⃗⃗ ⃗⃗  𝜔

 
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗        

                                    
 
 
 

        مبدأ الاحداثٌات والنمطتان        اخترنا 
 من نص المسألة )) متساوٌان السالٌن        و 

 مركز المثلث .       (( والنمطة  1وطول ضلعه 

 نجد :    وبالتعوٌض فً العلالة 

𝜔
 
          𝜔           𝜔             

 (2)ميكانيك

𝐷 

𝑦  
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 نجد :  وبالمطابمة على المحور 
 𝜔  𝜔  𝜔    𝜔    
   𝜔               

 نجد :  وبالمطابمة على المحور 
 𝜔  𝜔  𝜔    𝜔    
   𝜔                  

     نجد :     من العلالة 
 

  
 نجد :    وبالتربٌع والتعوٌض بالعلالة  

  
  

 
        

 وهً عبارة عن معادلة لطع مكافئ وتمثل المتدحرج .
 إيجاد القاعدة 

 من أجل ذلن نكتب الشرط           بالنسبة للمحورٌن   لتعٌٌن الماعدة ٌجب تعٌٌن احداثٌات النمطة 

  ⃗⃗ ⃗⃗    أو    ⃗     ⃗   ⃗      ⃗⃗     بحٌث     ⃗ 
 : أي

  
   ⃗⃗     

   ⃗⃗                  

𝜃نات تساوي  رالدٌنا محصلة الدو
 
   𝜔 : وهً مشتك الزاوٌة ومنه 

 𝜃  ∫𝜔     𝜃  ∫     𝜃    𝜃  

𝜃      فً  بداٌة الحركة           𝜃
 
   

 𝜃    
 :       على المحورٌن       الثابتة نسمط  نعلم أن للتحوٌل من الجملة المتماسكة إلى الجملة

      𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗                    𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗    
          ⃗⃗         ⃗⃗                       ⃗⃗         ⃗⃗    

 نجد :    وبالتعوٌض بالعلالة 

  
   ⃗⃗     

   ⃗⃗         𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗           𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗    
 وبالمطابمة نجد :

  
                     

  
                     

              لدٌنا 
 

     
             ولدٌنا اٌضاً    

     

     
 

 فنجد :     وبالتعوٌض بالعلالة 

   
  

      

     
 

 

     
         

  
  

    
 

      

     
 

   
  

  

     
    ∫

  

     
   

 أٌضاً فنجد :     وبالتعوٌض بالعلالة 
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 .       ومنه الماعدة هً عبارة عن مستمٌم ٌوازي 

 𝜽      معادلات الحركة هي 
 :   نحسب أولاً سرعة النقطة          حركة لإيجاد معادلات 

 

  ⃗     𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    
   ⃗⃗     

   ⃗⃗   

 ⃗     |
  ⃗⃗    ⃗⃗    

⃗⃗⃗⃗ 

  𝜔 

         

|  |
  ⃗⃗    ⃗⃗    

⃗⃗⃗⃗ 

  𝜔 

          

| 

 

  ⃗           𝜔       𝜔    ⃗⃗          𝜔       𝜔    ⃗⃗   
 

  ⃗                               ⃗⃗                            ⃗⃗   

  
     

       

    
 

     

    
 

      

    
 

  
            

     

     
 

       ∫
     

    
    ∫

       

    
   

        ∫
  

    
 ∫       

   بفرض   
 

 
             

   

     

      
    

    
 

∫
  

    
  ∫

  

    
   |

   

   
| 

∫
  

    
  ∫(

 

   
 

 

   
)   

   
 

 
           

 

 
 

         |
     

 
 

     
 
 

|          



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0997378154             Facebook_Page : IOM               F.B Group :improve our mathematics  
 

4 

             ∫
     

     
  

⏟      
   

 

                   بفرض  : 

   ∫
    

  
    ∫

  

  
 ∫   

  
 

 
         

 

    
      

 

             
 

    
    

 

 "المسألة الثانية"

    ,نصف زاوٌته الرأسٌة       ,نصف لطر لاعدته       ٌتدحرج مخروط دورانً ارتفاعه 

ثابتا ,علما أن المٌمة العددٌة      بحٌث ٌبمى رأسه          دون انزلاق على المستوي الأفمً 

 والمطلوب :        ,     لسرعة مركز لاعدة المخروط وهً 

- .       عٌن شعاع الدوران الجري للمخروط حول   

- عٌن شعاع الدوران الآنً له بدلالة الزمن .  

  الحل

  الحركة " حركة دورانٌة حول نمطة ثابتة "نوع 

            نختار جملة المحاور الثابتة 
 بما أن الحركة دورانٌة حول نمطة ثابتة سنعتبرها

 حركة دورانٌة حول محور آنً ٌمر من هذه النمطة 
 بشرط ذهاب إحدى الحركات الدورانٌة 

 :وسنعتبر بأن الحركة هً تركٌب حركتٌن 

       هً دوران المخروط حول محوره  النسبيةالحركة 

        هً دوران المخروط حول  الحركة الجرية
 وبما أن الحركة هً تدحرج دون انزلاق

 فسرع نماط التماس تكون معدومة 

   ⃗       ⃗ أي سرعة  

 تكون معدومة .      ومنه سرعة المستمٌم   ⃗      ⃗ و 
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 هو المحور الآنً للدوران .      أي 

⃗⃗ 𝜔 إن  ⃗⃗     
⃗⃗⃗⃗  

 ⃗     𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

| ⃗    |  |𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗| |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |     𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

 | ⃗    |  |𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗| | |            

 حسب فٌثاغورس      من المثلث 

 (   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)
 
     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     (  ⃗⃗⃗⃗  ⃗)

 
 (   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)

 
         

 (   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)    

     
 

 
          

 

 
 

 :    نعوض فً 

   |𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗| | | (
 

 
)   |𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗|     

𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗  𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗   𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗   

 ⃗     𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗      𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗   𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

  ⃗     𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗     𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗   

     𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝜔  بسبب       ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗            

| ⃗    |  |𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  | |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |     𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

         إن  

    |𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  | | |    (
 

 
  ) 

    |𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  | | |      

    |𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  | | | (
 

 
) 

 |𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗|                   

|𝜔 ⃗⃗ ⃗⃗  |       
⃗⃗⃗⃗  

𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗  𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗            ⃗⃗           ⃗⃗   
 𝜔 ⃗⃗⃗⃗  ⃗            ⃗⃗             ⃗⃗   
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 "    "مسألة محلولة صفحة 

مستمٌم ٌتدحرج دون انزلاق على محٌط دائرة     محوران متعامدان فً مستو ثابت ,           

تماس المستمٌم     بحٌث تبمى السرعة الزاوٌة لدوران النمطة     نصف لطرها      ثابتة مركزها 

نمطة مادٌة تتحرن     .   𝜔 بحٌث تبمى السرعة الزاوٌة ثابتة وتساوي        مع الدائرة     

ً     كان المستمٌم ، ثابتة     بحركة منتظمة سرعتها     على  للدائرة فً النمطة  فً لحظة البدء مماسا

 منطبمة فً لحظة البدء       ، أي     فً النمطة     وكانت        

-          بدلالة الجملة     عٌن الإحداثٌات المطلمة للنمطة    :والمطلوب 

-     عٌن السرعة المطلمة والتسارع المطلك للنمطة                 

⃗⃗   كً ٌكون   𝜔 بــ     عٌن العلالة التً تربط                  - .    محمولا على   ⃗ 

 الحل

مع  وحركة جرية    وهً حركتها على المستمٌم  حركة نسبيةهً محصلة حركتٌن     إن حركة 

هً     تتدحرج دون انزلاق فإن نمطة التماس     وهً حركة مستوٌة . بما أن حركة     المستمٌم 
 المركز الآنً للدوران فً الحركة المستوٌة :

لحظة     التً كانت فٌه النمطة     مبدأ الاحداثٌات للجملة المتماسكة مع المستمٌم     نختار النمطة 
 البدء .

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المركز الآني "     فمن شرط التدحرج دون انزلاق نلاحظ أن المسافة التً تمطعها نمطة التماس 

على الدائرة     "وهو المتدحرج" تساوي المسافة التً تمطعها النمطة     لى المستمٌم " عللدوران

̅̅   "الماعدة" أي أن طول         و       فإذا سمٌنا الزاوٌة بٌن  (̂  )ٌساوي طول الموس   ̅

̅̅  كان لدٌنا   𝜃 هً         ̅  (  ̂)  𝜃  )لأن نصف لطر الدائرة ٌساوي الواحد( 

 .    فً النمطة     العمود على      والمحور     منطبما على      نختار المحور 

- نكتب :    لتعيين موضع النقطة  1
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   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⃗⃗  إن  ⃗⃗  نجد :    وبالتعوٌض فً    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ومنه   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  هً عبارة عن  ⃗ 

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗       𝜃   ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗              
ولأن الحركة تتدحرج دون انزلاق )) فالمسافة الممطوعة على الماعدة تساوي المسافة الممطوعة على 

|̂  |المتدحرج (( أي أن :                           |  ̅̅ ̅|    𝜃 

𝜃
 
 𝜔  𝜃  𝜔  

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∫           

⃗⃗⃗⃗⃗⃗         من شروط البدء   ⃗⃗           

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗        
  ⃗⃗⃗⃗   𝜔     

𝜃       نعلم أن :      ⃗⃗      𝜃   ⃗⃗   
        𝜔   ⃗⃗      𝜔   ⃗⃗   

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     𝜔   ⃗⃗      𝜔   ⃗⃗      𝜔      𝜔   ⃗⃗      𝜔      𝜔   ⃗⃗   

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      𝜔     𝜔      𝜔    ⃗⃗       𝜔     𝜔      𝜔    ⃗⃗   

⃗⃗  )بالاشتماق المباشر نحصل على   ⃗⃗  )و   (⃗   ⃗) 

 أو عن طرٌك تركٌب الحركات 

 على المستمٌم هً حركة نسبٌة وبالتالً :    إن حركة  

  ⃗⃗  ⃗        
وهً ) الحركة الجرٌة (  مع      بالنسبة لــ      وهً حركة مستوٌة           

 وبالتالً السرعة الجرٌة فً الحركة المستوٌة هً :

  ⃗⃗  ⃗     ⃗     𝜔⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗      أو     ⃗⃗  ⃗    𝜔⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  
 

    ⃗⃗  ⃗    |
     ⃗ 

  𝜔
    𝜔   

|    ⃗⃗  ⃗     𝜔   𝜔     

 وبالتالً  السرعة المطلمة هً مجموع السرعتٌن الجرٌة و النسبٌة 

  ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗ 

   ⃗⃗  ⃗     𝜔   𝜔         
 وللحصول على التسارع نطبك المانون التالً :

  ⃗⃗  ⃗    
   ⃗⃗  ⃗   

  
|
 

 𝜔⃗⃗    ⃗⃗  ⃗    
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   ⃗⃗  ⃗     𝜔   𝜔    |
     ⃗ 

  𝜔
 𝜔   𝜔    

| 

   ⃗⃗  ⃗    [ 𝜔   𝜔   𝜔]   𝜔    𝜔     

⃗⃗  كً ٌحمل   معدومة لذلن نكتب     ٌجب أن تكون المركبة على     على     ⃗ 

 𝜔   𝜔   𝜔    

   𝜔        𝜔    
𝜔

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

   

وما عجبي موت 

المُحبيّن في الهوى 

 ولكن بقاء العاشقين

 عجيبُ 

تعدين لتلقي استفساراتكم مس

على غروبكم  مواسئلتك

 𝒔𝒚𝒓𝒊𝒂 𝑴𝒂𝒕𝒉 𝟑𝒓𝒅 𝒀𝒆𝒂𝒓 

كل الشكر لمن ساهم في إنجاز 

حتى وإن لم  هذا المقرر

يذكر... وجعله الله في صحائف 

 أعماله

فواِلله لا أنساكِ ما 

وما هبتِّ الصّبا 

قبتها في الرّياحِ ع

 جنوبُ 


