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 محمد الشيخدكتور المادة:  ◄

 التقارب بالإطلاق عنوان المحاضرة :                     عشر : السادسةالمحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

     التقارب بإطلاق-1

 اختبارات التقارب بإطلاق  -2

 التقارب بالإطلاق

∑نقول عن  Ʒ𝑛 ( أنها متقاربة بإطلاق إذا كانت متسلسلة الطويلات لها متقاربة∑|Ʒ𝑛| ) متقاربة 

:  ∑
𝑖𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1  ثالم  لأنمتقاربة بالإطلاق

∑ متقاربة |
𝑖𝑛

𝑛2
|

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

 

 ∑
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1  ثالم لأنليست متقاربة بالإطلاق

∑ متباعدة |
𝑖𝑛

𝑛
|

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

 

ةبرهنم : كل متقاربة بالإطلاق متقاربة  

 الإثبات 

|Ʒ𝑛|∑ متقاربة ⟺⏞
تعريفا  

∑ متقاربة بإطلاق Ʒ𝑛 

∀ ε > 0 ; ∃ 𝑁 > 0 ; ∀ 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑁 ∶  |Ʒ𝑛+1| + ⋯ + |Ʒ𝑚| < 𝜀 

  1التحليل العقدي  
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 بالتالي :

|Ʒ𝑛+1 + Ʒ𝑛+2 + ⋯ + Ʒ𝑚| ≤ |Ʒ𝑛+1| + ⋯ + |Ʒ𝑚| < 𝜀 

∑ متقاربة ⟸  Ʒ𝑛 

ملاحظة    ◄

غير صحيح في الحالة العامة أي قد توجد متسلسلة متقاربة وليست متقاربة  العكس للمبرهنة السابقة 

 بإطلاق نسمي مثل هذه المتسلسلة متسلسلة متقاربة شرطيا  

 ∑
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 ثالم رأينا سابقا  أنها ليست متقاربة بإطلاق لأن

∑ متباعدة |
𝑖𝑛

𝑛
|

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

 

∑
𝑖𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑖 −
1

2
−

𝑖

3
+

1

4
+

𝑖

5
−

1

6
−

𝑖

7
+ ⋯ 

 نجزأها إلى متسلسلتين حقيقية و تخيلية لأثبات إنها متقاربة الأن سوف 

−مثال 
1

2
= (−

1

2
+ 0𝑖)      , 𝑖 = (0 + 𝑖) 

 بالتالي تصبح :

∑
𝑖𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= (0 + 𝑖)  + (−
1

2
+ 0𝑖) + (0 −

1

3
𝑖) + (

1

4
+ 0𝑖) + (0 +

1

5
𝑖) 

+ (−
1

6
+ 0𝑖) + (0 −

1

7
𝑖) + ⋯ 

∑ لإن متسلسلة الأجزاء الحقيقية 
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 : هي 
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0 −
1

2
+ 0 +

1

4
+ 0 −

1

6
+ ⋯ = ∑

(−1)𝑛

2𝑛

∞

𝑛=1

 

 وهي متقاربة )وذلك حسب ليبنز متناوبة وحدها العام بالقيمة المطلقة متتالية متناقصة وتسعى إلى الصفر (

∑ لوكذلك فإن متسلسلة الأجزاء التخيلية 
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 : هي 

1 −
1

3
+

1

5
−

1

7
+ ⋯ = ∑

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

 

 وهي متقاربة أيضا  حسب ليبنز 

∑ متقاربة شرطيا
𝑖𝑛

𝑛
⟸ ∑ متقاربة

𝑖𝑛

𝑛
⟸ 

∑أثبت أن  
𝑖𝑛

ln 𝑛
∞
𝑛=2   تمرين متقاربة شرطيا

ملاحظة    ◄

لا يسمح بإجراء عدد غير منتهي من التبديل بين حدود متسلسلة ولا بتجميع عدد غير منتهي من الحدود ولا 

القيم بعدد غير منتهي من عمليات التجميع لأن ذلك يؤثر على طبيعتها حتى إن لم يؤثر ذلك على طبيعتها 

 )تقاربها أو تباعدها (فإن ذلك سيؤثر على مجموعها 

 ؤثر على طبيعتها المتسلسلة متقاربة بإطلاق فإن ذلك لا يأما إذا كانت 

 سؤال : هل يؤثر على مجموعها ؟ )وظيفة (

 اختبارات التقارب بإطلاق 

 نةقاراختبار الم :  

∑لتكن  Ʒ𝑛  متسلسلة عقدية 

∑ولتكن  𝛼𝑛 متسلسلة ذات حدود حقيقية غير سالبة ولنفرض وجود عددين𝑁, 𝐾 

|Ʒ𝑛|بحيث يحقق  ≤ 𝑘𝛼𝑛  لأجل كل𝑁 ≤ 𝑛 : عندئذ 

1 
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∑تقارب  𝛼𝑛  ليقتضي التقارب بإطلاق ∑ Ʒ𝑛 

 : الأثبات

∑بفرض  𝛼𝑛  متقاربة عندئذ∑ 𝑘𝛼𝑛   متقاربة أيضا⟸⏞
حسب اختيار المقارنة

  

∑ متقاربة بالإطلاق Ʒ𝑛 ⟸   |Ʒ𝑛|∑ متقاربة

     ∑
𝑎𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1   حيث𝑎  ثابت عقدي و|𝑎| ≤ ثالم 1

 :الحل      

|Ʒ𝒏| = |
𝑎𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
| =

|𝑎𝑛||𝑐𝑖𝑠 𝑛|

𝑛2
=

|𝑎𝑛|

𝑛2
≤

1

𝑛2
 

∑وبما أن 
1

𝑛2 : متقاربة فإنه 

 ∑
𝑎𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1  متقاربة بإطلاق حسب اختبار المقارنة 

     ∑
𝑖𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛22
∞
𝑛=1 =

(
𝑖

2
)

𝑛
𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2 ثالم

|Ʒ𝒏| = |
(

𝑖
2

)
𝑛

𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
| =

|(
𝑖
2

)
𝑛

| |𝑐𝑖𝑠 𝑛|

𝑛2
=

|(
𝑖
2

)
𝑛

|

𝑛2
≤

1

𝑛2
 

∑بما أن 
1

𝑛2
∞
𝑛=1  متقاربة فإن∑

𝑖𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛22𝑛
∞
𝑛=1  متقاربة بإطلاق حسب اختبار المقارنة 

اختباركوشي ) الجذر النوني ( 

∑لتكن  Ʒ𝑛     متسلسلة عقدية و𝑙 = lim ̅̅ ̅̅ √|Ʒ𝑛|𝑛
 

 

 عندئذ :

2 
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1- 𝑙 < ∑فإن  1 Ʒ𝑛  متقاربة بإطلاق 
2- 𝑙 > ∑فإن  1 Ʒ𝑛 متباعدة 
3- 𝑙 =  )حالة شك( يفشل الاختبار في تحديد طبيعة المتسلسلة  1

∑إذا كانت  ◄ Ʒ𝑛  متسلسلة عقدية ووجد عدد عقديλ < نتيجة بحيث يكون : 1
 |Ʒ𝑛| < 𝜆𝑛  أيا  كانت𝑁 ≤ 𝑛  لأجل𝑁  كبيرة كفاية فإن∑ Ʒ𝑛  متقاربة بإطلاق 

∑مثال :  𝜆𝑛  متسلسلة هندسية حقيقية أساسهاλ  1 لوفي > 𝜆  هذه المتراجحة حسب وهي متقاربة وتحقق

 متقاربة بالإطلاق  |Ʒ𝑛|اختبار المقارنة يؤدي إلى 

تذكرة     ◄

 النهاية العليا والنهاية الدنيا لمتتالية حقيقية :

 كما يلي : ℝمن  {𝛼𝑛}متتالية حقيقية ولنعرف المتتالية  {𝑥𝑛}لتكن 

𝑎0 = Sup{𝑥0, 𝑥1, . . } 

𝑎1 = Sup{𝑥1, 𝑥2, . . } 

 

𝑎𝑛 = Sup{𝑥𝑘} ; 𝑘 ≥ 𝑛 
𝑎𝑛+1من الواضح أن  ≤ 𝑎𝑛 متناقصة {𝑎𝑛} ⟸ 

 ليس بالضرورة محدودة  {𝑎𝑛}ونهاية 

lim 𝑆𝑢𝑝 𝑥𝑛 = lim ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛 = lim 𝑎𝑛 

 كما يلي : ℝمن {𝑏𝑛}ولنعرف المتتالية 

𝑏0 = inf{𝑥0, 𝑥1, . . } 

𝑏1 = inf{𝑥1, 𝑥2, . . } 

 

𝑏𝑛 = inf{𝑥𝑘} ;  ∀𝑘 ≥ 𝑛 
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{𝑏𝑛} متزايدةمن الواضح أن  ← 𝑏𝑛+1 ≥ 𝑏𝑛 

lim 𝑖𝑛𝑓𝑥𝑛 = lim 𝑥𝑛 = lim 𝑏𝑛 

ثالم متتالية حقيقية متباعدة )لأنها متناوبة ( {𝑛(1−)}المتتالية  

𝑎0 = Sup{+1, −1, +1, −1, … } = 1 

𝑎1 = Sup{−1, +1, … } = 1 

 

𝑎𝑛 = Sup{−1, +1} = 1 ⟶⏟
𝑛→∞

1 

→ lim 𝑆𝑢𝑝(−1)𝑛 = lim ̅̅ ̅̅ (−1)𝑛 = 1 
 كما أن :

𝑏0 = inf{+1, −1, +1, … } = −1 

𝑏1 = inf{−1, +1, −1, … } = −1 

 

𝑏𝑛 = inf{−1, +1} = −1 ⟶⏟
𝑛→∞

− 1 

⟶ lim inf(−1)𝑛 = lim(−1)𝑛 = −1 

خواص :  

lim 𝑥𝑛 ≤ lim 𝑥𝑛 ≤ lim ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛 - 

lim 𝑥𝑛 = lim ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛 = lim 𝑥𝑛 ⟺ ℝ̅ موجود في lim 𝑥𝑛 – 

̅̅ limإن - ̅̅ 𝑥𝑛  هي أكبر نقطة تجمع للمتتالية{𝑥𝑛} 

 {𝑥𝑛}هي أصغر نقطة تجمع للمتتالية  lim 𝑥𝑛إن  -                      

1 

2 

3 

4 
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 نستخدم معاير المقارنة بالإطلاق عند أثبات إن المتسلسلة متقاربة شرطيا  ملاحظة : لن 

 

 انتهت المحاضرة 

يمنى خرما –شهناز طاطيش  –مهيار طعمة إعداد:  
𝐴رسمة 12تصحيح محاضرة   ∪ 𝐵 

 𝐵\𝐴رسمة  12تصحيح محاضرة 


