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 يحيى قطيشدكتور المادة:  ◄

 التكاملات المعتلةعنوان المحاضرة :                   عشر السابعة المحاضرة :◄

انغًبٔ٘ ٔسُزؼشف فٙ ْزِ انًحبظشح ػهٗ انؼلاقخ  شح انسبثقخ ػهٗ خٕاص انزكبيم انجزبٔ٘ ٔرؼشفُب فٙ انًحبظ

  . ٔسُقٕو ثحم ثؼط انزًشٍٚ ثًُٛٓب  كًب سُثجذ قبػذح نٛجبَذس 

 بعض خواص انتكامم انبتاوي:

 ( خاصة التناظر:1

 (   )  ∫     (   )      
 

 

 

      ,      يزقبسثخ يٍ أجم  :                  

 ( خاصية تغيير الوسيط:2

 (   )  
(   ) (   ) 

(     ) 
 

 ( خاصية تغيير المتحول:3

 (   )  ∫
    

(   )   
   

 

 

  

      أ٘       ْٕٔ ركبيم يؼزم يٍ انُٕع الأٔل ٔنهزكبيم قًٛخ فقػ ػُذيب 

 ٔقًٛزّ ْٙ:

 (   )  (      )  
 

     
  

  ( الشكل المثمثي لمتكامل البتاوي:4

  3تــحـلـيــــل  
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 (   )   ∫                     

 
 

 

  

 :انغماويخواص انتكامم 

 ( نكامل بالتجزئة:1

 ( )  ∫            
 

 

 

          2                               )𝛤 𝑝     𝑝          𝛤(𝑛   )  𝑛  

 ( )  ∫        [    ] 
   

 

 

 

        ٔيُّ      نُفشض 

 ( ) ٔاٌٜ َؼٕض فٙ 

 ( )   ∫    
 
           

 

 

 

مبرهنت :

 :انزكبيم انجزبٔ٘  ػذدٍٚ يٕججٍٛ فإٌ     إرا كبٌ 

 (   )  
 ( )  ( )

 (   )
 

الإثباث :

 َأخز

 ( )   ∫    
 
         

 

 

 

 ( )   ∫    
 
         

 

 

 

 ثعشة انزكبيهٍٛ غشفبً نطشف 
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 ( )  ( )   ∫ ∫     
                      

 

 

 

 

 

 ٔنحسبة ْزا انزكبيم انًعبػف )انثُبئٙ( َُزقم إنٗ الإحذاثٛبد انقطجٛخ:

         

                                 

              

 لأَّ ثحست انٛؼقٕثٙ:

  |

  

  

  

  
  

  

  

  

|  |

  

  

  

  
  

  

  

  

| 

 |
          
         

|                

                                                 (           )    

 زكبيم فٙ ْزِ انحبنخ ٚأخز انشكم انزبنٙ:ٔان

∬ (   )  

 

 ∬ (            )         

 ثبنؼٕدح لإثجبد انًجشُْخ:

 حذٔد انزكبيم:

      

    
 

 
 

 ْٔٙ يسبحخ انشثغ الأٔل

 ثبنزؼٕٚط رجًٛغ انًزحٕلاد )كَٕٓب يسزقهٍٛ ػٍ ثؼعًٓب (

 ( )  ( )   ∫ (   
 
                 

 

 

)  ∫ (                    )

 
 

 

 

 ( )  ( )   ∫    
 
   (   )     

 

 

  ∫                     

 
 

 

 

  ( )  ( )   (   )  (   ) 
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 (   ) ٔثبنزبنٙ ْٙ    (   )  ُْٔب نذُٚب       ٚحٕ٘   ( ) لأٌ  

 𝐵 𝑝 𝑞  
𝛤 𝑝  𝛤 𝑞 

𝛤 𝑝  𝑞 
 

  ثٕظغ 
 

 
 انزبنٙ :فٙ انذسزٕس 

 (      )  
 

     
 

 (
 

 
  
 

 
)    

 (
 
 
) (

 
 
)

 (
 
 
 
 
 
)

 
 (

 
 
)  (

 
 
)

 ( )
 [ (

 

 
)]

 

 

 ٔثبنزبنٙ فإٌ: 

Γ 
 

 
   π      

 (
 

 
)  ∫       

 
    

 

 

 √  

 حٛث:

 ( )   ∫    
 
         

 

 

 

 (
 

 
)   ∫    

 
   

 

 

 √  

 ∫ 𝑒 𝑥
 
 𝑑𝑥  

√𝜋

 

 

 

       

 

∫                : أحست انزكبيم     
 

     
 

 
 

                      

 ٛش انًزحٕل:ثبسزخذاو رغٛ
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     √    (   ) 
 
  

 ثزغٛٛش حذٔد انزكبيم

        

  
 

 
     

  
 

 
∫ ( 

 
 )

  

   
 
  

 

    
   

 

 

 

  
 

 
∫      

 
  

 

    
   

 

 

 

  
 

 
∫    

 
  (   ) 

 
    

 

 

 

   
 

 
 (  

 

 
  
 

 
) 

 فٙ     1/2   ,   1/2+  ٔ نكٍ كٛف ػشفُب أٌ انًسبقػ ْٙ 

 (  
 

 
  
 

 
) 

 نذُٚب يٍ انقٕٖ :

(   ) 
 
                

 
  

 :ٔ ثبنًقبسَخ يغ انشكم انؼبو نهزكبيم انجزبٔ٘

      
 

 
     

 

 
     

 

 
 

     
 

 
    

 

 
   

 

 
 

 

 نزنك:

  
 

 
 (  

 

 
  
 

 
) 

   
 

 
 
 (  

 
 
)  (

 
 
)

 (   )
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(  
 
 
) (  

 
 
) 

 
 
* (

 
 
)+

 

  
 

 حٛث:

 (  
 

 
)  (  

 

 
) (  

 

 
) 

 :ٔ رنك ثبلاسزفبدح يٍ انؼلاقخ

 (   )    ( ) 

 (   )أ٘ غشحُب ٔاحذ يٍ انـ 

) *ثبنؼٕدح نهًثبل: َٕحذ انًقبيبد يغ يلاحظخ أٌ 
 

 
)+

 
   

  
 

 

(    )(    )      

     
 

 
 

 
 
(    )(    )    

     
 

 :     نحسبة 

            ⏟      
يشح

 

         (   )   

       (          )(        )  (   )(   )(   ) (  )        (    )(  ) 

                     (  )  

 ٔ نذُٚب :

(    )(    )     (    )  

 

        ٔيُّ:

  
 

 
 
(    ) 

(  ) 
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 ردناقاعدة نيج

𝜞 𝒑 𝜞 𝒑  
𝟏

𝟐
  

 𝝅

𝟐𝟐𝒑 𝟏
 𝜞 𝟐𝒑     

الإثبات 

 نذُٚب

 (   )  ∫     (   )      
 

 

 ∫ (    )      
 

 

 

 َقٕو ثبلإرًبو إنٗ يشثغ كبيم حٛث

(    )   (     
 

 
 
 

 
)  

 

 
 (

 

 
  )

 

 

 ثبنؼٕدح نهزكبيم انسبثق ٔ انزؼٕٚط :

 (   )  ∫ [
 

 
 (

 

 
  )

 

]

   

   
 

 

 

( ) ٔ نًب كبٌ انزبثغ  
 

 
 (

 

 
  )

 
  ٚشسى قطؼبً يكبفئبً فإَّ ٚكٌٕ يزُبظشاً ثبنُسجخ نًحٕس رُبظشِ  

 

 
 

 

 

 

 

 

 (   )   ∫ [
 

 
 (

 

 
  )

 

]

   

   

 
 

 

 

 

َفشض                               
 

 
  (

 

 
  )

 
 

 :أٔ

1/2 
0 

1 

𝑺𝟏 𝑺𝟐 
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  (

 

 
  ) 

 َفبظم انطشفٍٛ:

 

 
  

 
         

     
 

 
  

 
     

 ثبنزكبيم:ثبنزؼٕٚط 

 (   )    ∫ [
 

 
 (

 

 
 )]

   

 ( 
 

 
  

 
 )    

 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [
 

 
 
 

 
 ]
   

   
 

 

 

   ∫
 

 
  

 
 [
 

 
(   )]

   

   
 

 

 

  
   

 
∫   

 
 [
 

 
(   )]

   

  
 

 

 

  
 

 
∫   

 
  (   )    

 

    
   

 

 

 

  
 

 
 
 

    
∫   

 
 (   )      

 

 

 

 
 

 
 

 

     
∫   

 
 (   )      

 

 

 

 
 

     
∫   

 
 (   )      

 

 

 

  (   )  
 

     
∫   

 
 (   )      

 

 

 

(   ) انؼلاقخ ثٍٛ ركبيهٙ أٔنش حٛث:   
 ( ) ( )

 (   )
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 ُْب:

 (   )  
 ( ) ( )

 (   )
 
 ( ) ( )

 (  )
 

 

     
 ( 

 

 
         ) 

 
 

    
 (

 

 
  ) 

) نقذ حصهُب ػهٗ 
 

 
  يٍ الأسس حٛث  (  

 

 أسّ   
 

 
  َعٛف نّ ٔاحذ فٛصجح  

 

 
 

 

 
ٔحصهُب ػهٗ  

) ٔنزنك         َعٛف نلأس ٔاحذ فٛصجح     (   )يٍ أس   انـ
 

 
  ) 

 ٔيُّ:

 ( ) ( )

 (  )
 

 

     

 (
 
 
)  ( )

 (  
 
 
)

 

 ( ) ( ) (  
 

 
)  

 

     
 (

 

 
) ( ) (  ) 

 ( ) (  
 

 
)  

 

     
 ( ) (  ) 

) حٛث 
 

 
)  كًب حسجُبِ ثبنًحبظشح انسبثقخ.  √ 

 ٔيُّ:

 ( ) (  
 

 
)  

√ 

     
 (  )  

مثال: أٔجذ انزكبيم 

∫            
 

 

                  

 َسزخذو غشٚقخ رغٛٛش انًزحٕل:

    َفشض:                                  
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 َقٕو ثزغٛٛش حذٔد انزكبيم لأَُب قًُب ثزغٛٛش انًزحٕل:

        

        

 ثبنزكبيم:ٔاٌٜ َؼٕض 

  ∫            
 

 
   

 
    

 

 

 

    ∫  
 

 

   (   ) 
 

 
  

 
     

   ∫  
 
    √    

 

 
   

 

 

 

   
  

 
∫  

 
 (   )

 
    

 

 

 

 
  

 
 (

 

 
 
 

 
) 

  (
 

 
 
 

 
 رى انحصٕل ػهٛٓب يٍ الأسس(

 حٛث 
 

أسّ   
 

 
َعٛف نّ ٔاحذ فٛصجح  

 

 
  ٔ(   )

 

أسّ   
 

 
َعٛف نّ ٔاحذ فٛصجح  

 

 
 

   
  

 
 (

 

 
 
 

 
)  

  

 

 (
 
 
)  (

 
 
)

 (
 
 
 
 
 
)

 

 
  

 

* (
 
 
)+

 

 ( )
 
  

 
 

 
 
 
 
   

  
 

 لأٌ:
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 (
 

 
)  

 

 
 (

 

 
) 

 يٍ انقبٌَٕ:

 (   )    ( ) 

 أ٘:

 (
 

 
)   (

 

 
  )   (

 

 
)  
 

 
 

) َٔحٍ َؼهى أٌ 
 

 
)  √  

 ٔيُّ:

[ (
 

 
)]

 

 
 

 
 

 ٔ 

 ( )   (   )     ( )     (   ) 

     ( )          

 ٔيُّ:

 ( )       

 ٔثبنزبنٙ:

  
    

  
 

مثال: أٔجذ انزكبيم: 

  ∫
  

√     
 

 

 

 

 ∫ (    ) 
 
    

 

 

 

 ثزغٛٛش انًزحٕل:

     َفشض:                                   
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 َغٛش حذٔد انزكبيم لأَُب قًُب ثزغٛٛش انًزحٕل:

        

        

 ٔيُّ:

  
 

 
∫  

 
   (   ) 

 
    

 

 

 

 
 

 
 (

 

 
   

 

 
) 

) رى حسبة 
 

 
   

 

 
   (   )يٍ أسس انـ  (

)ْٕ   حٛث أس 
 

 
َعٛف ٔاحذ فٛصجح  (  

 

 
 )ْٕ (   )كًب أٌ أس  

 

 
َعٛف ٔاحذ فٛصجح  (

(  
 

 
) ٔيُّ  (

 

 
   

 

 
) 

 ٔيُّ:

  
 

 
 (

 

 
   

 

 
) 

 َٔ (
 

 
   

 

 
 (     ) يٍ انشكم  (

 َٔحٍ َؼهى يٍ يحبظشاد سبثقخ أٌ:

 (     )  
 

     
 

 ٔيُّ:
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مثال:    أٔجذ انزكبيم 

  ∫         

 
 

 

                

 : َفشض  ثزغٛٛش انًزحٕل: 

         
 
        

 
  

          ٔيُّ:

   
 

 

  
 
 

   
   

 َغٛش حذٔد انزكبيم:

        

  
 

 
     

  
 

 
∫

 
 
    

 
 

   
   

 

 

 

  
 

 
∫

 
   
 

   
   

 

 

 

  
 

 
 (

   

 
   

   

 
) 

) رى انحصٕل ػهٗ 
   

 
   

   

 
 يٍ الأسس (

 حٛث:

   

 
       

   

 
 

 ٔ                   
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 ٔيُّ:

  
 

 
 (

   

 
   

   

 
) 

) َلاحع أٌ 
   

 
   

   

 
 َٔحٍ َؼهى ٔاسزُزجُب  (     ) يٍ انشكم  (

 سبثقبً أٌ:

 (     )  
 

     
 

 

 ٔيُّ:

  
 

 

 

   
   
 

  
 

 :    إرا كبٌ 

  
 

 

 

   
 
 
  

 
  

 
 

 

 انتهت المحاضرة

إعداد:  لانا شهاب  -محمد أنس القساز  

 


