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 جمال ملليالمادة:  دكتورة ◄

    )و الأخيرة( التاسعة عشر :المحاضرة ◄

  النظائم المتكافئة والتراصعنوان المحاضرة: ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 النظائم المتكافئة-1

 صالترا-2

 لها في محاضرات العملي و المطلوبة للامتحان((ملحق العملي كاملاً ))جميع تمارين العملي التي تم ح-3

  مبرهنة النظائم المتكافئة :

.‖كل نظيم  .‖لابد أن يكافئ أي نظيم آخر 𝑋على فضاء متجهي منتهي البعد  ‖  . 𝑋على   0‖

 الاثبات :

.‖فضاء متجهي وليكن لدينا  𝑋ليكن لدينا  ‖, ‖. بات أن النظيمين ى يتم المطلوب يجب علينا إثحت 𝑋معرفين على  0‖

‖. ‖, ‖. ,𝑎متكافئين أي يجب أن يحققان تعريف النظيمين المتكافئين أي أنه يوجد  0‖ 𝑏 >  بحيث 0

 𝑎‖𝑥‖0 ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝑏‖𝑥‖0  وذلك(∀𝑥 ∈ 𝑋 ) 

𝑛  (dim𝑋منتهي البعد ولنفرض أن بعده  𝑋لدينا فرضاً الفضاء المتجهي  = 𝑛  حيث )𝑛 ∈ 𝑁∗  عندئذٍ فإن هذا

,𝑒1}ضاء موّلد بقاعدة ولتكن الف 𝑒2, … . , 𝑒𝑛}  عندئذٍ كل عنصر𝑥 ∈ 𝑋  يكتب على شكل تركيب خطي وبشكل وحيد

 بدلالة عناصر هذه القاعدة كالتالي :

𝑥 = 𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑒𝑛 

‖𝑥‖ = ‖𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑒𝑛‖ 

𝑐سب مبرهنة التراكيب الخطية عندئذٍ يوجد بأخذ نظيم الطرفين وح >  بحيث : 0

‖𝑥‖ = ‖𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑒𝑛‖ ≥ 𝑐∑|𝛼𝑖|

𝑛

𝑖=1

; 𝑐 > 0 

1- ⟹ ‖𝑥‖ ≥ 𝑐 ∑ | 𝛼𝑖|
𝑛
𝑖=1       ⟹    

‖𝑥‖

𝑐
≥ ∑ |𝛼𝑖|

𝑛
𝑖=1         

 1التابعيالتحليل  
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.‖وكون   فإنه : 𝑋نظيم أيضاً على   0‖

‖𝑥‖0 = ‖𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑒𝑛‖0 ≤ ‖𝛼1𝑒1‖0 + ‖𝛼2𝑒2‖0 +⋯+ ‖𝛼𝑛𝑒𝑛‖0

.‖حسب متراجحة المثلث كونها محققة لأن   نظيم فرضاً .  0‖

 وذلك بالاعتماد على خواص النظيم ليكون لدينا :

‖𝑥‖0 ≤ |𝛼1|‖𝑒1‖0 + |𝛼2|‖𝑒2‖0 +⋯+ |𝛼𝑛|‖𝑒𝑛‖0 

⇒ ‖𝑥‖0 ≤∑(|𝛼𝑖|‖𝑒𝑖‖0)

𝑛

𝑖=1

 

𝑘ختيار با = max{‖𝑒𝑖‖0 ; 𝑖 = 0,1,2, … . . , 𝑛} : يكون لدينا 

2- ‖𝑥‖0 ≤ 𝑘∑ |𝛼𝑖|
𝑛
𝑖=1 ⇒

‖𝑥‖0

𝑘
≤ ∑ |𝛼𝑖|

𝑛
𝑖=1 …… 

نجد أن :  2و 1من 
‖𝑥‖

𝑐
≥ 

‖𝑥‖0

𝑘
 

⇒ ‖𝑥‖ ≥
𝑐

𝑘
. ‖𝑥‖0 ⇒ 𝑎‖𝑥‖0 ≤ ‖𝑥‖ ; 𝑎 =

𝑐

𝑘
 

 ل كل من النظيمين يلعب دور النظيم الآخر نحصل على التراجع الآخر نجد أنباتباع نفس الخطوات وبجع

‖𝑥‖0
𝑐
≥
‖𝑥‖

𝑘
⇒
𝑘

𝑐
. ‖𝑥‖0 ≥ ‖𝑥‖ ⇒ ‖𝑥‖ ≤ 𝑏. ‖𝑥‖0 

𝑏حيث  =
𝑘

𝑐
 

𝑎‖𝑥‖0مما سبق نجد أن  ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝑏. ‖𝑥‖0 

.‖ه تم المطلوب والنظيمين ومن ‖, ‖. منتهي البعد يجب أن  𝑋متكافئين ومنه أي نظيمين معرفين على الفضاء   0‖

 يكونان متكافئين .

 إن الفضاءات المنظمة منتهية البعد والفضاءات الجزئية منها ترتبط بمفهوم التراص الذي نعرّفه على النحو التالي :◄

تعريف التراص : 

متتالية جزئية متقاربة ونقول عن مجموعة جزئية  𝑋المتري إنه متراص إذا حوت كل متتالية في  𝑋نقول عن الفضاء 

𝑀  من𝑋  أنها متراصة إذا كانت𝑀  متراصة باعتبارها فضاءاً جزئياً ، أي إذا حددت  كل متتالية في𝑀  جزئية نهايتها

 . 𝑀عنصر من 

 لمتراصةوالآن سنورد تمهيدية تقدم سمة عامة للمجموعات ا

تمهيدية التراص : 
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 متراصة من فضاء متري مغلقة ومحدودة . 𝑀كل مجموعة جزئية 

 الإثبات :

,𝑋)ليكن لدينا  𝑑)  فضاء متري وليكن لدينا𝑀 ⊆ (𝑋, 𝑑)  مجموعة جزئية وغير خالية فإذا كانت𝑀  متراصة نريد

 إثبات أنها مغلقة ومحدودة .

𝑀مغلقة أن نثبت أن   𝑀بدايةً لنثبت الإغلاق ، يكفي لإثبات أن  = 𝑀̅ 

𝑀لدينا حسب التعريف اللصاقة  ⊆ 𝑀̅  " أصغر مغلقة تحويها". 

𝑀̅ (𝑥حتواء الآخر نأخذ عنصر كيفي من ولإثبات الا ∈ 𝑀̅)  ونثبت أن𝑥 ∈ 𝑀  كون𝑥 ∈ 𝑀̅  فإنه حسب تعريف

𝑥𝑛أي  𝑥ية تتقارب من بحيث هذه المتتال  𝑀من عناصر 𝑛∈𝑁{𝑥𝑛}اللصاقة يوجد متتالية ولتكن 
𝑛⟶∞
→   𝑥  وكون𝑀 

ولتكن هذه  𝑀متراصة فإن أي متتالية فيها )بغض النظر متقاربة أو متباعدة ( سوف تحوي متتالية جزئية متقاربة في 

𝑥𝑛𝑘أي  𝑥1ونهايتها    𝑥𝑛𝑘المتتالية  𝑛→∞
→   𝑥1  ولكن لدينا المتتالية الأصلية{𝑥𝑛}𝑛∈𝑁  متقاربة وبالتالي فإن أي متتالية

𝑥جزئية فيها ستكون متقاربة إلى نفس النهاية أي أن  = 𝑥1 ∈ 𝑀   ومنه𝑥 ∈ 𝑀  أي أن𝑀̅ ⊆ 𝑀 حتوائين من الا

𝑀̅السابقين نجد أن  = 𝑀  ومنه𝑀 . مجموعة مغلقة 

𝑘∀ليست محدودة وبالتالي  𝑀والآن لنثبت المحدودية ، لنفرض جدلاً أن  > 0; |𝑦𝑛| > 𝑘; 𝑦𝑛 ∈ 𝑀 

,𝑑(𝑦𝑛أي أن هذه المتتالية غير محدودة وبالتالي فإن بعدها عن أي نقطة مثبتة في الفضاء سيكون  𝑏) > 𝑛  مثل هذه

متراصة وبالتالي فإن الفرض الجدلي خاطئ وإن  𝑀المتتالية لا يمكن أن تمتلك متتالية جزئية متقاربة وهذا يناقض كون 

𝑀 محدودة . 

𝑀بشكل عام .أي إذا كان لدينا  صحيح وإن عكس هذه المبرهنة غير - ⊆ 𝑋   مغلقة ومحدودة وليس بالضرورة أن

 تكون متراصة ) بغض النظر عن بعد الفضاء (
  البرهان :

ℓفي   (𝑒𝑛)المتتالية  لإثبات ذلك نأخذ
2

𝑒𝑛حيث   = (𝛿𝑛𝑗)   متتالية حدها ذو الترتيب𝑛   في حين   1يساوي

 تكون حدودها الأخرى أصفار كالتالي

𝑒1 = 1,0,0,0, …. 

𝑒2 = 0,1,0,0,… 

⋮ 

𝑒𝑛 = 0,0,0,0…… ,1,… 

‖𝑒𝑛‖إن هذه المتتالية محدودة  لأن  = لعدم وجود نقطة تراكم لها فإن هذه  كما تشكل حدودها مجموعة مغلقة  1

 سبب نفسه .لالمجموعة ليست متراصة ل

مبرهنة التراص في فضاءات منظمة منتهية البعد : 

 ة .دمغلقة ومحدو   𝑀من فضاء منظم منتهي البعد متراصة هو أن تكون   𝑀الشرط الازم والكافي كي تكون المجموعة 

  نريد إثبات أنه منتهي البعد  : ثباتالإ
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𝑀 متراصة ⊆ 𝑋 ⇔  𝑀 مغلقة

 . وقد أثبتنا هذا الإتجاه في المبرهنة السابقة (⇒)

متراصة )أي يجب علينا  𝑀مجموعة مغلقة ومحدودة في فضاء منتهي البعد فإن   𝑀إذا كانت  نريد إثبات أنهأي (⟸) 

 (تتالية جزئية متقاربةتحوي م  𝑀أي متتالية اختيارية من نثبت أن  أن 

,𝑋)ليكن لدنيا ‖. 𝑀ولتكن فضاء منظم  منتهي البعد (‖ ⊆ 𝑋 ن الفرض أن مجموعة مغلقة ومحدودة ولدينا م𝑋  منتهي

 .  𝑛البعد وليكن بعده 

𝐸عندئذ فإن هذا الفضاء مولد بقاعدة  = {𝑒1, … , 𝑒𝑛}   

{𝑥𝑛}لنأخذ متتالية  ∈ 𝑀 وكون 𝑀جميع عناصر هذه المتتالية بعدد موجب  دنحأن فأننا نستطيع محدودة   مجموعة

  ∃𝑘 > 0   ; ‖𝑥𝑚‖ ≤ 𝑘  ,ن  و أ {𝑥𝑛} كل تركيب خطي وبشكل وحيد بدلالة عناصر القاعدة أي:تكتب على ش 

𝑥𝑚 = 𝜉1
𝑚𝑒1 + 𝜉2

𝑚𝑒2 +⋯+ 𝜉𝑛
𝑚𝑒𝑛 

⟹ 𝑥𝑚 =∑𝜉𝑖
𝑚𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

⟹ ‖𝑥𝑚‖ = ‖∑𝜉𝑖
𝑚𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ 

 محدودة يكون لدينا: {𝑥𝑛}وحسب تمهيدية التركيب الخطية وكون 

𝑘 ≥ ‖𝑥‖ = ‖∑𝜉𝑖
𝑚𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≥ 𝑐∑|𝜉𝑖
𝑚|

𝑛

𝑖=1

∶ 𝑐 > 0 

مع ملاحظة أن مجموع مقادير موجبة أصغر من  𝑐وبقسمة الأطراف على 
𝑘

𝑐
ومنه فإن  كل من هذه المقادير وسيكون  

أصغر من 
𝑘

𝑐
 . 

⇒ |𝜉𝑖
𝑚| ≤∑|𝜉𝑖

𝑚|

𝑛

𝑖=1

≤
𝑘

𝑐
 

𝜉𝑖)ومنه نجد أن المتتالية 
𝑚) ) محدودة )بالإعتماد على تعريف المحدودية في المتتاليات 

 )كل متتالية حقيقة محدودة تملك نقطة تجمع لهذه المتتالية( وبالتالي حسب بولزانوفيراستراش

𝜉𝑖وبالتالي نجد أن المتتالية 
𝑚  تملك نقطة تجمع ولتكن𝜉

𝑖
متتالية بحيث تكون وهذا يعني أنها تملك متتالية جزئية لهذه ال 

 :متقاربة من نفس النهاية 

𝑥1 = 𝜉1
1𝑒1 + 𝜉2

1𝑒2 +⋯+ 𝜉𝑛
1𝑒𝑛 

 

𝑥2 = 𝜉1
2𝑒1 + 𝜉2

2𝑒2 +⋯+ 𝜉𝑛
2𝑒𝑛 

⋮ 
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𝑥𝑚 = 𝜉1
𝑚𝑒1 + 𝜉2

𝑚𝑒2 +⋯+ 𝜉𝑛
𝑚𝑒𝑛 

     ↓              ↓                       ↓ 

       𝜉1            𝜉2                      𝜉n 

 دة وحسب مبرهنةية محدولمتتا (𝑛)مود عبارة عن متتالية محدودة وبالتالي يكون لدينا أي أصبح لدينا كل ع

 زئية متقاربة فإذاستملك متتالية جمود من الأعمدة ومنه كل متتالية عامود يوجد نقطة تراكم لكل ع فيراستراشبولزانو

 أخذنا متتالية العامود الأول وكونها محدودة وحسب بولزانوفيراستراش فهي تملك متتالية متقاربة 

العامود الأول فإننا نجد هذه  من متتالية الأعمدة الثانية بحيث تتوافق مع أدلة المتتالية الجزئية في إذا أخذنا متتالية جزئية  

 مع وبالتالي تملك متتالية جزئية تتقارب من هذه النقطة الجزئية أيضاً تملك نقطة تج

نأخذ متتالية جزئية من العامود الثالث بحث تتوافق أدلتها مع الجزئية في العامود الثاني فتكون محدودة وتملك نقطة تجمع 

 متقاربة{𝑥𝑚} نكون قد حصلنا على متتالية جزئية 𝑛وهكذا تستمر بنفس الطريقة إلى أن نصل إلى متتالية العامود 

 𝑀مغلقة فإن كل متتالية متقاربة تكون متقاربة في  𝑀وكون  {𝑥𝑚𝑘}  ولتكن هذه المتتالية الجزئية 

{𝑥𝑚}أي أصبح لدينا المتتالية  {𝑥𝑚}كونها جزئية من 𝑀 تكون متقاربة في {𝑥𝑚𝑘}أي أنه أيضاً  ∈ 𝑀  تملك متتالية

                     متراصة . 𝑀  ⟸ 𝑀 جزئية متقاربة في

 تم المطلوب

 أمثلة

,ℝn)لنأخد الفضاء المنظم منتهي البعد - ||. ||) 

 .متراصة لأنها مغلقة ) لانها تحوي جميع نقاط تراكمها (  {1,2,3}أن المجموعة -

 ط (محدودة )لأنها نستطيع أن نحد جميع عناصر بعدد موجب يكون أكبر من جميع هذه النقا  -

 متراصة لأنها مغلقة ومحدودة .  [1,2] -

 ليست متراصة لأنها ليست مغلقة. [0,1[ -

 )لأنها لو كانت مغلقة فأنها ستحوي جميع نقط تراكمها كما أنها ليست مفتوحة لأنه ليس جميع نقاطها داخلية(.-

          انتهت المحاضرة

علوانسماح -عبد الرحمن البحش –إعداد : غفران الريابي      
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سنورد  الآن  جميع تمارين العملي التي تم حلها في محاضرات العملي ..علماً أن 

المذكورة في الجدول جميعها مطلوبة و قد أكّد مدرس العملي على أن التمارين 

جميع نصوص الأسئلة من نورد س... نباً  هي الأهم  من أجل الامتحانجا

 سنورد الحلول كافة : الكتاب و من ثم 

 

 

 أرقام التمارين الصفحة
10 1-2-3 
11 14-15 
20 7-10 
21 11-12-15 
30 1-3-4 
31 6-10-12 
41 6 
51 4 
52 5-6-8 
60 4-5-6-7 
82 3 
84 11 
85 13 

  ♥آملين أن نكون قد وفقنا في عرضه بأسلوب واضح و سهل و مفهوم مقرر البذلك نكون قد أنهينا 

 التطوعي يتمنى لكم كل التوفيق و النجاح Syria Mathفريق 

Syria Math Team 
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