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خليل يحيىدكتور المادة:  ◄

المغلفات :عنوان المحاضرة  ◄الثانية والعشرون والأخيرة:المحاضرة                  ◄          

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة : :المحتوى العلمي 

 المغلفات.-1

 إيجاد معادلة مغلف جماعة المنحنيات.-2

 أمثلة لتوضيح المغلفات.-3

 المغلفات

,𝐱)∅لتكن لدينا المعادلة:        𝐲, 𝐜) = 𝟎… (𝟏) 

,𝒙)حيث  𝒚)   من أجل قيمة ل متحول   هي الإحداثيات الديكارتية على المستوي بينما المركز وسيطيا𝒄  .

مجموعة  فإننا نحصل علىكل القيم الممكنة  𝒄إذا أعطى  𝒐𝒙𝒚منحنيا في المستوي  (𝟏)تعطينا المعادلة 

 (𝟏)هذا يكافئ قولنا أنّ المعادلة  𝒄من المنحنيات ترتبط  بوسيط واحد هو 

 . {𝒄𝒊}هي معادلة جماعة منحنيات نرمز لها 

في كل نقطة منه  𝑳إذا مسّ   𝒄𝒊ف الجماعة مغل  𝑳نسمي المنحني   تعريف:

 .𝒄𝒊واحدا من منحنيات الجماعة 

𝒙)نأخذ الجماعة     − 𝒄)𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝑹𝟐  حيث𝑹  ثابت و𝒄  .مثال: وسيط متحول

 الحل

,𝒄)هي تمثل مجموعة دوائر مركزها   . 𝑹ونصف قطرها  (𝟎

𝒚إن مغلفات هذه الدوائر هي جملة المستقيمين  = ±𝑹 . 

 

1 معادلات تف اضلية 
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 إيجاد معادلة مغلف جماعة المنحنيات:-

ولنفرض أنّ لهذه الجماعة مغلف معطى معادلة من الشكل  (𝟏)لتكن جماعة المنحنيات المعرفة بالمعادلة 

𝒚 = 𝝋(𝒙)  حيث𝝋(𝒙)  دالة في𝒙.وهي دالة مستمرة قابلة للاشتقاق 

,𝑴(𝒙نختار نقطة  𝒚)  ويقابل هذا  (𝟏)تقع على المغلف وتقع هذه النقطة أيضا على أحد منحنيات الجماعة

𝒄من أجل قيمة معينة لدينا    (𝟏)المعادلة وتجد هذه القيمة من  𝒄المنحني قيمة معينة للوسيط  =

𝑪(𝒙, 𝒚)  أي أنه من أجل جميع نقاط المغلف فإن العلاقة التالية محققة𝝋(𝒙, 𝒚, 𝑪(𝒙, 𝒚)) = 𝟎… (𝟐) 

,𝒙القابلة للاشتقاق ليست ثابتا في أي مجال للمتحولين  𝒚تابع ل 𝒄نفرض هنا أن  𝒚 

 𝒙بالنسبة ل (𝟐)وبالتالي نشتق  𝑴التي تعين المغلف نجد ميل مماس المغلف في النقطة  (𝟐)في المعادلة 

 : 𝒙كذلك في  𝒚ففرضيا

𝝏∅

𝝏𝒙
+
𝝏∅

𝝏𝒙
.
𝝏𝒄

𝝏𝒙
+ [
𝝏∅

𝝏𝒚
+
𝝏∅

𝝏𝒄
.
𝝏𝒄

𝝏𝒚
] 𝒚′ = 𝟎 

∅
𝒙

′
+ ∅𝒚

′ . 𝒚′ + ∅𝒄
′ [
𝝏𝒄

𝝏𝒙
+
𝝏𝒄

𝝏𝒚
𝒚′] = 𝟎… (𝟑) 

 :(𝟏)فإنه يتعين من اشتقاق  𝑴في النقطة  (𝟏)أما ميل مماس منحني الجماعة 

∅
𝒙

′
+ ∅𝒚

′ . 𝒚′ = 𝟎… (𝟒) 

 نجد: (𝟒)و (𝟑)من 

∅
𝒄

′
[
𝝏𝒄

𝝏𝒙
+
𝝏𝒄

𝝏𝒚
𝒚′] = 𝟎 

,𝒄(𝒙وبما أن :  𝒚) :ليس ثابتا فنجد أن
𝝏𝒄

𝝏𝒙
+
𝝏𝒄

𝝏𝒚
. 𝒚′ ≠ 𝟎 

∅لأنه ليس ثابتا. لذلك فإن:                     
′
(𝒙, 𝒚, 𝒄) = 𝟎… (𝟓) 

 ن التاليتان مغلف جماعي لمنحنيات:وبذلك تعين المعادلتا

{
∅(𝒙, 𝒚, 𝒄) = 𝟎

∅𝒄
′ (𝒙, 𝒚, 𝒄) = 𝟎

… (𝟔) 
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تعريف:  -   

,𝑭(𝒙ليكن المنحني المعرف بالمعادلة  𝒚) = ,𝑴(𝒙𝟎ولتكن  𝟎 𝒚𝟎)  نقطة من هذا المنحني ندعو النقطة

𝑴(𝒙𝟎, 𝒚𝟏)   :من هذا المنحني نقطة شاذة إذا كانت في هذه النقطة 

𝝏𝐅

𝛛𝐳
=
𝝏𝑭

𝝏𝒚
= 𝟎 

 أي أنّ النقطة الشاذة تعين جملة المعادلت :

𝑭 = 𝟎   ,
𝝏𝑭

𝝏𝒙
= 𝟎   ,

𝝏𝑭

𝝏𝒚
= 𝟎 

 من الواضح أن بعض المنحنيات تملك نقاط شاذة وبعضها ل يملك مثل هذه النقاط.

𝑭(𝒙, 𝒚) =
𝒙𝟐

𝒂𝟐
−
𝒚𝟐

𝒃𝟐
− 𝟏 =                               مثال : 𝟎

 الحل

𝝏𝑭

𝝏𝒙
−
𝝏𝑭

𝝏𝒚
= 𝟎   

لأجل
→ 𝒙 = 𝒚 = 𝟎 

𝑭(𝒙, 𝒚) ≠ 𝟎 = 𝟏                                                                  

 ل يوجد نقطة شاذة لأن المعادلت الثلاثة لم تتحقق.

مثال : عين النقاط الشاذة في المنحني: 

𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝒚𝟐 − 𝒙(𝟐 − 𝒂)𝟐 = 𝟎 ∶ 𝒂 > 0 

 الحل

:     𝒚نشتق بالنسبة ل
𝝏𝐅

𝛛𝐲
= 𝟐𝒚 

:      𝒙نشتق بالنسبة ل
𝝏𝐅

𝛛𝐱
= −(𝒙 − 𝒂)𝟐 − 𝟐𝒙(𝒙 − 𝒂) = (𝒙 − 𝒂)(𝒂 − 𝟑𝒙) 

𝒚إذا حلينا المعادلت حل مشترك نجد أنّ:  = 𝟎   ,   𝒙 = 𝒂 
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,𝑴(𝒂طة وبالتالي النق هي نقطة شاذة وبالتالي إذا حاولنا دراسة سلوك  (𝟎

فإننا نلاحظ أن  𝑴المنحني الممثل بالمعادلة المفروضة في جداء النقطة 

هناك خصوصية معينة وهي مرور المنحني مرتين في تلك النقطة  وهناك 

 مماسان مشتركان لفرعي المنحني لتلك النقطة.

 .ر منها مرتين( وبالتالي هذه النقطة شاذة مضاعفة )لأنه يم

𝒚إذا عينت الدالة  :◄ = 𝝋(𝒙)  الشاذة أس مجموعة النقاط المعرفة  (𝟏)مجموعة نقاط الجماعة ملاحظة

بالمعادلتين:
𝝏∅

𝝏𝒙
= 𝟎    ,   

𝝏∅

𝝏𝒚
= 𝟎 

 . (𝟔)عندئذ تحقق إحداثيات هذه النقاط جملة المعادلت 

𝒙)أوجد مغلف جماعة الدوائر :       − 𝒄)𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝑹𝟐 = مثال: 𝟎

 هو نصف القطر. 𝑹هو الوسيط و  𝒄حيث 

 الحل

𝒄        :𝟐(𝒙نشتق بالنسبة ل − 𝒄) = 𝟎 ⇒ 𝒚 = ±𝑹 

 هاتان المعادلتان تمثلان المستقيمين وهو المغلف وهنا ل يوجد نقاط شاذة.

                              𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝜶 + 𝒚 𝒔𝒊𝒏 𝜶 − 𝟕 = مثال: 𝟎

 الحل

𝛂    :−𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝜶نشتق بالنسبة ل  + 𝒚 𝒄𝒐𝒔 𝜶 = 𝟎 

𝒙بحل المعادلتين :  = 𝑷 𝒄𝒐𝒔 𝜶   ,   𝒚 = 𝑷 𝒔𝒊𝒏 𝜶 

𝒙𝟐بالتربيع والجمع نجد:    + 𝒚𝟐 = 𝑷𝟐 لف لجماعة المستقيمات.تمثل معادلة الدائرة وهي تمثل مغ 

 الأخيرة انتهت المحاضرة

 بسمة نصرالله وياسين الحُليبي ورهف النقشي إعداد:


