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  أحمد هابيل : المادة  دكتور  ◄

   المتتاليات في الفضاء المتري:  عنوان المحاضرة ◄           الثانية :  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سىدرس في هذي المحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 وحعاريف. أمثلت وملاحظاث -1

 .وهايخها الىحيدة مه المخخالياث في الفضاء المخزي وحقاربها  -2

 أمثلت :

ونىعرف ℝفي -   ,مجمىعة  كم انتىابع انحقيقية انمحدودة مه انمجال   -   ,    نيكه  -1

 :انتابع
      ℝ                        ,   -  ℝ               ,   -  ℝ  

                      (   )     | ( )   ( )|       ,   - 

أثبج أن ؟؟فضاء متري .  (  -   , )مسافة و أن   

ملاحظة : مستمر  -   ,                              محدد  و  -   ,             

 الــحــل

 موجود لان :  (   ) المقدار إن

|( ) |محدود :                              *التابع     

|( ) |محدود :                             * التابع     ;    ,   - 

| ( )   ( )|  | ( )|  | ( )|              ,   - 

 لان : مسافة   

 1  )             (   )     | ( )   ( )| 

2    )           (   )        | ( )   ( )|    

  ( )   ( )          ( )   ( )      

 1تبولوجيا  
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3)          (   )     | ( )   ( )|       |  ( ( )   ( ))|             

    | ( )   ( )|   (   )    

4)| ( )   ( )|  | ( )   ( )|  | ( )   ( )|         ,   -  ℝ 

  (   )   (   )      | ( )   ( )|   (   )   (   ) 

  (   )   (   )   (   ) 

: ℝفً  -   ,مجموعة كل التوابع الحقٌقٌة المستمرة على المجال  -   ,   لٌكن  2المثال 

 ولنعرف التابع  
      ℝ                     ,   -  ℝ                 ,   -  ℝ 

 (   )     | ( )   ( )|    ,   - 

أثبت أن  ؟؟فضاء متري . (  -   , )مسافة وأن    

 انـحــم

 موجود لأن :  (   ) إن المقدار 

|( ) |مستمر     التابع  *    

|( ) |مستمر                        التابع  *   ;   ,   - 

| ( )   ( )|  | ( )|  | ( )|             ,   - 

 مسافة لأن :    إن

1  )             (   )     | ( )   ( )| 

2                   )         (   )    

    | ( )   ( )|             ( )   ( )          

  ( )   ( )      

3          )         (   )     | ( )   ( )| 

    | ( ( )   ( ))|       |  ( )   ( )|    (   )   

4           )   ,   -  ℝ 
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| ( )   ( )|  | ( )   ( )|  | ( )   ( )| 

  (   )   (   ) 

    | ( )   ( )|   (   )   (   ) 

  (   )   (   )   (   ) 

تنويه : كل تابع مستمر على مجال محدود  مغلق ٌكون محدود .    ◄

 ملاحظات : ◄

 ٌمكن تعرٌف أكثر من مسافة على نفس المجموعة .  -1
 عندما نقول الفضاء الحقٌقً المألوف :  -2

- ℝ  : ًٌعنℝ  مع المسافة|   | 

- ℝ
 

ℝٌعنً :  
 

(     )√مع المسافة  
   (     )

  

- ℝ
 

ℝٌعنً :  
 

∑√مع المسافة   (     )
  

    

   ,……,    ,  :            (   )إذا كان لدٌنا فً فضاء متري  -3

  (       )   (       )   (       ) 

       (       )   (      )   (      )   (      ) 

 (      )     (      )     (         ) 

 المخخالياث في الفضاء المخزي 

ℕهً تابع من 
 

المخخاليت :   فً الفضاء  

  ℕ    

 ( )⏟
  

  (2)⏟
  

  ( )⏟
  

      ( )⏟
  

   

 . +  *وٌرمز لها بالرمز 

حعزيف حقارب المخخاليت : إذا كان :  متقاربة من   فً الفضاء المتري  +  *نقول عن المتتالٌة  

 (     )  
   
            ℕ

          (      )    
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 :   من  +  *ٌرمز لتقارب 

1)   im       

2)  
 
  
   

 

 .     باختصار   (3

  . مبزهىت : فً الفضاء المتري توجد للمتتالٌة نهاٌة واحدة على الأكثر

 البرهان :

 متتالٌة من عناصره ولنفرض أن لها نهاٌتان , أي : +  *فضاء مري ولتكن(   )لٌكن  

      (     )  
   
  

      (     )  
   
  

                                          (     )   (     )    (     ) 

  (      )   (     ) 

 >>حسب متراجحة المثلث لأنها متناظرة  <<

     (    )          (    )              

 ( :1مثال )أمثلت : 

   لتكن  ℝ  متتالٌة والتابع +  *و     
 (    )  |   |
    

 

  (     )  
   
         |    |  

   
  

            ℕ
         |    |    

 ( لتكن  2مثال  ℝ   برهن أن :  +(      )*والمتتالٌة : )

 (    )    (      )        و           

ℝمتتالٌة فً  +(      )*أي : 
 

 ℝ    متقاربة من  

 .   ℝفً         و    ℝفً        هذا ٌكافئ أن : 

 )وظيفة للمحاضرة القادمة (. 
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حعزيف المخخاليت الجزئيت : +  *متتالٌة من عناصره ولدٌنا المتتالٌة  +  *فضاء متري و  (    )لٌكن  

ℕمن عناصر 
 

 بحٌث : 

   n             

 .      ونلاحظ أن   +  *متتالٌة جزئٌة من {   }متزاٌدة تماما فندعو المتتالٌة  +  *

   }و  ℝ  لٌكن    
 

 
مثال: من المتتالٌات الجزئٌة من : {

{
 

  
} ,{

 

  
}  ,{

 

  
}ولنأخذ المتتالٌة      {

 

  
} 

                       

     
 

  
 
 

 
               

 

  
 
 

 
                          

 

  
 
 

 
 

   مبزهىت : {   }وكانت    متقاربة من +  *فضاء متري وفٌه المتتالٌة  (     )إذا كان

 , أي :  متقاربة من  {   }متتالٌة جزئٌة منها , فإن 

                . 

 البزهان :

 فإن :       بما أن     

         ℕ
             (     )    

(     )      بحٌث    وجدنا      من أجل       

      فإذا كان 

                             (      )        

ℕ           فإن :                       
         (      )     

       
  

حعزيف الكزة المفخىحت : عندئذ ندعو المجموعة : ℝ      و     فضاء متري و  (   )لٌكن  

 (   )   *     (    )    + 

 .   ونصف قطرها     بالكرة المفتوحة التً مركزها
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حعزيف المجمىعت المفخىحت : إذا :  أنها مفتوحة فً الفضاء المتري     نقول أن المجموعة  

(     ) بحيث :  ℝ      عدد     وجد نكم عىصر      . 

إذا كاوت   أوها مغهقة في انفضاء انمتري     وقىل أن انمجمىعة   حعزيف المجمىعت المغلقت :

 . (      )مفتىحة في انفضاء انمتري     انمجمىعة 

حعزيف الكزة المغلقت : , عىدئر ودعى انمجمىعة: ℝ    و     فضاء متري و (   )نيكه  

                                (   )  *      (   )     + 

 .  εووصف قطرها   بانكرة انمغهقة انتي مركزها  

إذا أمكه  (   )محدودة في انفضاء انمتري     وقىل أن انمجمىعة   حعزيف المجمىعت المحدودة :

 .  (     )   بحيث     و      ايجاد كرة مفتىحة تحىيها أي إذا وجد 

في انفضاء انمتري محدودة إذا كاوت مجمىعة  +  *وقىل أن انمتتانية   حعزيف المخخاليت المحدودة :

 عىاصرها محدودة . 

-على المجال ؟؟  (     ) ,   (     ) , ما هً  ℝ  ,(ℝ  | |)  لٌكن  : مثال   ,      

 مجموعة مفتوحة . 

 انــحــم 

 (     )    *  ℝ   (     )    +    *  ℝ  |    |    +   

 *  ℝ  | |    +    *  ℝ           +       -        , 

 (     )   *  ℝ    (    )    +   *  ℝ  |   |    +
 *  ℝ              +     

 *  ℝ              +  -             , 

 

 المحاضرةانتهت 

 هالة مصطفى –يافيالية آ–ناريمان جلو  إعداد:  


