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  أحمد هابيل  دكتور المادة: ◄

             عنوان المحاضرة : الفضاءات المترية             المحاضرة :الأولى◄

 الطوبولوجيا تعني علم دراسة المكان 

 أهلاً بكم أصدقائٍ سىدزس فٍ هري انمحاضسة :: المحتوى العلمي 

 انفضاءاث انمخسَت و دانت انمسافت )انمخسك(-1

 .بعض دوال انمسافت انشهُسة و أمثهت عه دوال مسافت أخسي -2

المترية :الفضاءات  المعرف بالشكل التالي:  مجموعة غير خالية و ودعو التابع   لتكه  

        
                  

 إذا تحقق ما يلي :  على حابع مسافت بأوه 

                   
                      
                        
                                 

  أو للاختصار الفضاء فضاءً مترٌاً       و ندعو عندئذٍ الثنائٌة 

 و لنفسر قليلاً الشروط السابقة :

الشرط الأول : ٌجب أن ٌكون تابع المسافة غٌر سالب ) أكبر أو ٌساوي الصفر دوما ( 

الشرط الثاني : (     )فإن النقطتان حتماً متساوٌتان  ا كان بعد نقطة عن نفسها معدومإذ 

الشرط الثالث:   (( و نفسها المسافة بٌن    و  تابع المسافة ٌحقق خاصٌة التناظر ))المسافة بٌن 

و بالتالً حتى نقول عن تابع ما إنه تابع مسافة لا بد أن ٌحقق الشروط : متراجحة المثلث   الشرط الرابع :

 حال كان التابع لا ٌحقق أحد هذه الشروط على الأقل لن ٌكون تابع مسافة .الأربعة السابقة و فً 

 . نقاط الفضاء   : ندعو عناصر  تابع مسافة على  dإذا كان 

 ( 1طوبولوجيا )
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فنحصل على فضاء     على    هو مقصور    نلاحظ أن التابع      : إذا كان  ◄ ملاحظة
 ( محتوات فً   )حٌث     ندعوه الفضاء المتري الجزئً فً       متري جدٌد هو 

:(                 :بالشكل   و نعرف التابع     لٌكن  1)مثال 

 فضاء متري        و  تشكل دالة مسافة على  dأثبت أن   |   |                  

 الحل:

 الأربعة الواردة فً تعرٌف دالة المسافة :مسافة ٌجب أن تحقق الشروط تابع    كونحتى ٌ 

|   |                      الشرط الأول :)غير سالب(    

 القٌمة المطلقة  خواصو ذلك حسب 

|   |                     الشرط الثاني :              

|   |                الشرط الثالث:     |      |  |   |         

|   |                 الرابع:)متراجحة المثلث( :الشرط                     

|           |  ⏟
 خواص قٌمة مطلقة

|   |⏟    
      

 |   |⏟    
      

 

                     و هذا ٌبٌن أن : 

  فضاء متري ندعوه الفضاء المتري الحقٌقً المألوف فً        وأن   تابع مسافة على  d وبالتالً

:(         :بالشكل   التابع نعرف  و     لٌكن  2مثال)

                                √       
         

    

 فضاء متري         و   تشكل دالة مسافة على   أثبت أن   -

 الحل : 

 مسافة ٌجب أن تحقق الشروط الأربعة الواردة فً تعرٌف دالة المسافة : تابع   كونحتى ٌ

       √                    :(غير سالب)الشرط الأول 
         

      

                            الشرط الثاني : 
         

    

 المقادٌر معدوم أي :و لكن إذا كان مجموع مقادٌر غٌر سالبة هو الصفر فإن كل من هذه 
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       √                       التناظر() ثالثالالشرط 
         

  

√(         )
 
  (        )

 
 √       

         
         

   متراجحة المثلث( :) عالشرط الراب

                                                      

√       
         

   

 √       
         

  √       
         

  
                                              وللسهولة نفرض ان:
              

                               

√       
         

  √  
    

  √  
    

  

  √           بعد التربيع والاختصار نجد أن :
    

  √  
    

  

  وهذه تسمى متراجحة شفارتز فً 

  {     }     {     }           | || | 

ووبسهه انمخساجحت بطسَقت ثاوُت       :

            |         |  √  
    

  √  
    

   

                      تصار نجد بعد التربٌع والاخ
        

  

          وهذه المتراجحة صحٌحة حسب 

   وٌدعى الفضاء المتري الحقٌقً )المألوف ( فً  فضاء متري        ومنه   مسافة على   إذا 

(:                           بالشكل :  ونعرف التابع      لٌكن   3مثال )

                

        √∑        
   

 فضاء متري        وأن  Xتابع مسافة على  d   أثبت أن     

 الحل : 
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         √∑        
   

الشرط الأول )غير سالب (:            

  :الشرط الثاني

                  ∑             
 

 
             

∑√               الشرط الثالث :         
   

  √∑        
   

          

الشرط الرابع  )متراجحة المثلث( :                                          

√∑        
  

 

   
 √∑        

  
 

   
 √∑        

  
 

   
 

                                                     نفرض:للتبسٌط 

√∑         
  

 

   
 √∑      

  
 

   
 √∑      

  
 

   
 

∑بعد التربٌع والاختصار نحصل على المتراجحة المكافئة:      
 
     √∑   

  
    √∑   

  
    

   وهذه تسمى متراجحة شفارتز فً 

  {        }     {       }              | || | 

    أو بطريقة ثانية :

∑   
 

 

   
∑         و               

 
 

   
   

∑               من الواضح أن           
     

          

∑            وبالتربٌع (    
              

 )     
    

  ∑  
 

 

   

    ∑    

 

   

   ∑  
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   ∑    

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   

∑√  ولنأخذ :    
  

        √∑   
  

    

         √∑   
  

  √∑   
  

    ∑      
 
   ∑   

  
  ∑   

  
   ∑   

  
  ∑   

  
  

   √∑   
 

 

 
 √∑   

 
 

 
   ∑       

 

 
  ∑   

 
 

 
 ∑   

 
 

 
 

   ∑      
 

 
 √∑  

 

 

 

 √∑  
 

 

 

 

 لوف(وٌدعى الفضاء المتري الحقٌقً )المأ فضاء متري         و     مسافة على تابع    ومنه

   فً 

(:           بالشكل :  ونعرف التابع      لٌكن   4مثال )

        ∑ |     | 
 
 فضاء متري        وأن  Xتابع مسافة على      أثبت أن     

 الحل : 

         ∑ |     | 
 
الشرط الأول )غير سالب (:            

                  ∑ |     |       
 الشرط الثاني             

∑                الشرط الثالث : |     | 
 
  ∑ |     | 

 
          

المثلث( : الشرط الرابع  )متراجحة                                          

|     |  |     |  |     |     

∑|     | 

 

   

 ∑ |     |  |     | 

 

   

 ∑|     | 

 

 

 ∑|     | 
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  فضاء متري        و    تابع مسافة على   ومنه 

: (            :بالشكل    التابع و لنعرف     لٌكن  5)مثال

                                    |     |            

 فضاء متري         و  وتابع ل دالة مسافة    أثبت أن 

 

 

 

 

 

 الحل :

  الواردة فً تعرٌف دالة المسافة  دالة مسافة ٌجب أن تحقق الشروط الأربعة  حتى تكون  

|     |                             الشرط الأول :)غير سالب(     

 القٌمة العظمى لمقادٌر غٌر سالبة هو مقدار غٌر سالب

 الشرط الثاني :

                      |     |                    

 الشرط الثالث :)التناظر(

                   |     |     |        |     |       |  
              

             لتكن  الشرط الرابع:)متراجحة المثلث( :

           |     |     |               | 

|     |  |     |  |     |     |     |     |     | 

                 

 فضاء متري          و  تابع مسافة ل    إذا 

𝑴  𝒎𝒂𝒙𝑨  𝒙  𝑨  𝒙  𝑴 

نمجمىعت ما : وقىل عه  𝒎𝒂𝒙قبم أن وبدأ بانحم سىركس بانقُمت انعظمً 

𝑴  𝑹 إوها قُمت عظمً نهمجمىعت انمحدودةA  إذا كاوج جمُع عىاصس𝑨 

 أٌ  Mأصغس أو َساوٌ 
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نتيجة:  . ٌمكن تعرٌف أكثر من دالة مسافة على نفس المجموعة

: (          و لنعرف علٌها التابع :مجموعة غٌر خالٌة   لتكن  6مثال)

              {
          
          

 

 فضاء متري        وأن    لأثبت أنها دالة مسافة 

 الحل : 

 حتى تكون دالة مسافة ٌجب أن تحقق الشروط الأربعة الواردة فً تعرٌف دالة المسافة :

}           الشرط الأول :)غير سالب(
                

          
                     

                     الشرط الثاني :

                      الشرط الثالث :)التناظر(:   

                               :علٌنا إثبات أنالشرط الرابع:)متراجحة المثلث( :

 و هىا ومُز حانخُه :

و  1+1أو  1+0أو  0+0)لأن الطرف الثانً إما أن ٌكون          فإن:     إذا كان  -1

 المتراجحة صحٌحة بغض النظر عن الطرف الأٌمن  (فً كل الحالات تتحقق المتراجحة
     و بالتالً             عندئذٍ:     إذا كان  -2

 (   بالتالً و          أو 

 . (الفضاء المتري المتقطع)فضاء متري وٌدعى       مسافة و  من تحقق الشروط الأربعة نجد أن 

 

 

 

 انتهت المحاضرة 

هالة مصطفى -هديل سعيد  -ناريمان جلو إعداد:  


