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 هدى شماطدكتور المادة:  ◄

 الفضاءات عنوان المحاضرة :                                  ثانيةالمحاضرة :ال◄                          

 الخاليت :ما يلي  المحاضرةسىخىاول في هذا 

 الفضاء المىخظم -1
  مبرهىاثو/ الجداء الداخلي -2

____________________________________________________________ 

‖ ‖رمزه :النظٌم عرٌف الفضاء ت◄    

       ‖ ‖بالشكل  عن دالة حقٌقٌة منطلقها الفضاء المتجهً  وهو عبارة

وححقق الشروط الأحيت :   ‖ ‖  كل عنصر من المنطلق صورته تكتب بالشكل 

        ‖ ‖                                                                           
        ‖ ‖                                                           
             ‖  ‖  | | ‖ ‖                                       
          ‖   ‖  ‖ ‖   وتدعى مترجحة المثلث ‖ ‖ 

 فضاء منظم  ‖ ‖   عندئذ نقول عن الشروط السابقة  تتحقق وإذا

مثال :  الدالة التالٌة:فضاء متجهً ولنعرف علٌه     لٌكن 

      ‖ ‖  ∑|  |

 

   

 

                حٌث  فضاء منظم.  || ||    برهن أن 

 : الحل

 هً دالة نظٌم || ||فضاء متجهً ولا داعً لاثبات ذلك.. لكن ٌجب أن نثبت أن الدالة    سنعتبر دوماً أن الفضاء 
 :)من خلال تحقق الشروط( 

             

   |  |              ∑|  |    ‖ ‖   

 

   

               

ها حتماً فإن مجموع بة غٌر سالهً  |  |   |  | |  |أي الأعداد   )بما أن القٌمة المطلقة لكل مركبات العنصر 
 سٌكون غٌر سالب (

  4تــحـلـيــــل  
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   ‖ ‖    ∑|  |

 

   

   |  |  |  |       |  |    

 ساوي الصفر(ٌهذه المقادٌر من )مجموع مقادٌر موجبة ٌساوي الصفر إذاً كل 
 |  |                                          
                                    

  ‖  ‖  ∑|   |

 

   

 ∑| |  |  |

 

   

 | |∑|  |

 

   

 | | ‖ ‖          

  ‖   ‖  ∑|     |

 

   

 ∑ |  |  |  | 

 

   

  ∑|  |

 

   

 ∑|  |

 

   

 

‖   ‖نستنتج    ‖ ‖  ‖ ‖   

 فضاء منظم.  ‖ ‖    ومنه دالة نظٌم,  ‖ ‖حقّق الشروط الأربعة إذاً 

ملاحظت :◄ ٌمكن أن نعرف على نفس الفضاء أكثر من دالة نظٌم . 

الدالة التالٌة: ولنعرف علٌه    الفضاء المتجهً  لٌكن 2مثال   : 

‖ ‖       

  ‖ ‖  √∑    
 

 

   

 

 

   دالة نظٌم على   ‖ ‖    برهن أن 

 الحل : 

 لنثبت أن الدالة المعرفة على الفضاء الشعاعً السابق هً دالة نظٌم :
1)                       

  و بالتالً 
∑و  علٌه ٌكون        

  
لأن مجموع أعداد موجبة هو موجب , الآن بالجذر نجد أن :       

‖ ‖   ∑     
  

    
 

    

2)        || ||     ∑     
  

    
 

    ⏟
نربع

∑     
  

      

   و هذا ٌعنً أن
    

     
و لكن مجموع أعداد موجبة ٌكون معدوماً إذا كان كل من هذه     

      و بالتالً                  الأعداد معدوم أي 

3)             ||  ||   ∑      
  

    
 

   ∑       
  

    
 

  | | ∑     
  

    
 

  
| | || || 

 فإن :       لنثبت أنه أٌاً كانت  (4
‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 
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‖   ‖  (∑       
 

 

   

)

 
 

 ‖   ‖  ∑       
 

 

   

  ∑(  
          

 )

 

   

 

∑  
 

 

   

  ∑     

 

   

∑  
 

 

   

 ‖ ‖   ∑     

 

   

‖ ‖  

 نرٌد برهان هذه العلاقة : 

 ∑    

 

   

  ‖ ‖ ‖ ‖ 

 عندئذٍ ٌكون :   نأخذ متحولاً اختٌارٌاً  

  ∑    

 

   

    
  ∑   

   

 

   

          
   

   (∑  
 

 

   

)
⏟      

 

   ( ∑    

 

   

)
⏟        

 

  ∑  
 

 

   ⏟  
 

 

 وهً موجبة دوماً و هذا ٌتحقق عندما ٌكون ممٌزها سالب     وهً معادلة من الدرجة الثانٌة لـ 

             

   (∑    

 

   

)

 

  (∑  
 

 

   

)(∑  
 

 

   

)    

 و العزل نجد أن : 4بتقسٌم الطرفٌن على 

(∑    

 

   

)

 

 (∑  
 

 

   

)(∑  
 

 

   

) 

الطرفٌن غٌر السالبٌن نجد أن :بجذر   

 ∑     ‖ ‖ ‖ ‖

 

   

        

  بالعودة إلى برهان الشرط الرابع .. كنا قد وصلنا إلى

 ‖   ‖  ‖ ‖   ∑     ‖ ‖ 

 

   

 

فكرة 

 الانطلاق
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 ⏟
   

‖ ‖   ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖         

             ‖ ‖  ‖ ‖   

 نجذر الطرفٌن 

 ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

:  الحقيقية المحدودة المتتالياتمجموعة    يوجد لدينا  2مثال 

                    | |     

‖ ‖              الدالة التالية:     ولنعرف على     |  |      

 تشكل فضاء متجهً.  ‖ ‖     برهه أن 

 الحل : 

             

  |  |               |  |       ‖ ‖    

  ‖ ‖       |  |          |  |           
                           

  ‖  ‖     |   |            | |  |  |  | |   |  |     | |  ‖ ‖ 

  ‖   ‖  ‖ ‖ لنبرهن   أن     ‖ ‖ 

‖   ‖  أصغر حد أعلى     |     |        

|     |  لكن  |  |  |  |     |  |        |  |     

هو أصغر حد أعلى   |     |       ولكن  |     |هو حد أعلى لـِ      |  |        |  |   أي أن 

وبالتالي: 

       |     |     |  |        |  |      ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖      

تعرٌف الحد الأعلى :  من أجل أي عنصر بالشكلأنها محدودة من الأعلى   نقول عن  ملاحظت : ◄ 

                

: تمرٌن )وظٌفة( ولنعرف الدالتٌن [   ]فضاء الدوال الحقٌقٌة المستمرة على المجال  [   ] لٌكن  

‖ ‖     |    |     [   ] 
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‖ ‖  ∫        
 

 

 

 تشكل فضاء منظم   ‖ ‖ [   ]  تشكل فضاء منظم وأن     ‖ ‖ [   ]  برهن أن 

 سنورد الحل في المحاضرة القادمة ^^

〉نرمز له ب لداخلي:اء فضاال◄  ⏟
مركبة

  ⏟
مركبة

〉   

 فضاء متجهً, نعرّف علٌه الدالة بالشكل :  لٌكن 

〈   〉        
                        

 ( هو شعاع )عنصر ( من الفضاء     وكل من       )عناصر المنطلق هً ثنائٌات 

 وبحيث ححقق الشروط الخاليت:

              
           
                
                
                          
                      

  𝒚 و  𝒙و وأخذها مع    𝒛هىا وثبج 

                          

 . 𝒚 و  𝒛و وأخذها مع    𝒙هىا وثبج 

 بفضاء الجداء الداخلً         عندئذٍ ندعو 

                                                              ٌمكن أن نعرف أكثر من جداء داخلً على فضاء متجهً.ملاحظت : ◄  .

مثال: الدالة التالٌة .   لنعرّف على  

             

            ∑      

 

   

 

 برهن أن هذه الدالة هً دالة جداء داخلً.
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 الحل:

                

         ∑  
   

 

   

 

           ∑  
 

 

   

   

       
    

           
    

       
                       

                               
                                      

          ∑    

 

   

 ∑  

 

   

         

           ∑       

 

   

 ∑       

 

   

  ∑    

 

   

        

              ∑      

 

   

  ∑       ∑    

 

   

 

   

        

           ∑         

 

   

 ∑     

 

   

       

                                ∑    

 

   

 ∑    

 

   

             

بنفس الطريقة نبرهن أن أي:                      

         ∑         

 

   

 ∑     

 

   

       

                                ∑    

 

   

 ∑    

 

   

             

 فضاء جداء داخلي          ومىه وجد أن 

شفارتز(: –مبرهنة )متراجحة كوشي  عندئذٍ:      فضاءً شعاعٌاً و     لٌكن ◄

                    

 البرهان :
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لىميز حالخيه :  

الحالت الأولى      رض أنلنف:  

                                    

 من جهة أخرى 

                              
  

 و بالتالً :

                         

:الحالت الثاويت   فإنه من أجل أي عدد حقٌقً      إذا كانت   

                                                

                                

                          

    لنأخذ   
     

     
     حٌث  

  
      

               
      

     
          

  
      

      
   

      

     
         

 نختزل ثم نضرب بالمقام المشترك طرفً المتراجحة :

   
      

     
        

                    

  فالمتراجحة محققة

   yو   xأي أن       أو      المتراجحة إلى مساواة هو إما الشرط اللازم والكافً كً تنقلب وخيجت :

 مرتبطان خطٌاً 

تربط الفضاءات المنظمة بفضاءات الجداء الداخلً :  مبرهنة◄  : 
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      ‖ ‖فضاء جداء داخلً ولتكن الدالة       إذا كان 

         ‖ ‖  √      

   تحدد نظٌماً على

 الإثبات : 

 نختبر  شروط  النظٌم :

           ‖ ‖  √            

         ‖ ‖    √                       

              ‖  ‖  √        √        | |√      

 | | ‖ ‖ 

       ‖   ‖   √            ‖   ‖            

                                                                             
                          ‖ ‖         ‖ ‖  

 ‖ ‖   √       √      ‖ ‖   

 

‖   ‖  ‖ ‖   ‖ ‖ ‖ ‖  ‖ ‖   ‖ ‖  ‖ ‖                  

‖   ‖ وهو المطلوب   ‖ ‖  ‖ ‖ 

السابقة على أن كل فضاء جداء داخلً هو فضاء منظم ولكن العكس لٌس تدل المبرهنة    ملاحظت : ◄

 بالضرورة أن ٌكون صحٌحاً أي لٌس كل فضاء منظم هو فضاء جداء داخلً

 التً سنتناولها فً المحاضرة القادمة ^^ إلا إذا تحققت المساواة )مساواة متوازي الأضلاع( 

 

 

 انتهت المحاضرة 

 –حسب متراجحة كوشً 

شفارتز التً أثبتناها فً 

 بداٌة المتراجحة 


