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 هدى شماطدكتور المادة:  ◄

 الفضاءات عنوان المحاضرة :                              اسة لخالمحاضرة :ا◄                          

 سىتعشف في ٌزي المحاضشة علّ :

 وٍايت الذَال الحقيقيت  لعذة متغيشاث -1

 مجمُع َجذاء َقسمت دَال حقيقيت لعذة متغيشاث -2

 مبشٌىاث َبعض الأمثلت -3

 متغيشاث  استمشاس الذَال الحقيقيت لعذة -4

__________________________________________________________________________ 

 

تعشيف:    ومستقرها      دالة معرفة على مجموعة جزئٌة من   لتكن   

            
⏟     أي  S من  نقطة حدٌة)تجمع أو تراكم (   ولتكن 

رمز الحدٌة

  تساوي إلى   نقول إن نهاٌة الدالة  

 إذا تحقق الشرط التالً :   تسعى إلى   عندما 
 ε         (ε)         ‖    ‖     | ( )   |  ε     

    
 ( )     

ملاحظة : .(كناٌةً عن أنها نقطة حدٌة     تكافئ أن  ||    ||  )الكتابة  

 تعشيف آخش )باستخذام المتتالياث(:

    )ولتكن             دالة حقٌقة معرفة  لدٌنا لتكن 
 عندئذٍ:( S)نقطة حدٌة لـ  ( 

    
    

 ( )     

 

    ومتقاربة من  (   )بحٌث عناصرها مختلفة عن   من عناصر المنطلق     +  *كل متتالٌة 

   ومتقاربة من    من   +(  ) *متتالٌة ٌقابلها 

 

  4تــحـلـيــــل  
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 :أخذنل  

  مجموعة  جزئة                  دالة 

 مجموعة  جزئة                دالة  
 حاصل جمع الدالتٌن -1
 

             
                 (   )( )   ( )   ( ) 

 حاص ضرب الدالتٌن -2

               
                 (   )( )   ( )  ( ) 

 حاصل قسمة الدالتٌن -3

 ) 
 

 
     *   ( )   +       

                 (
 

 
) ( )  

 ( )

 ( )
 

 مبرهنة: 

 ,       نقطة حدٌة لـ    ولتكن ,          و           لتكن 

   
    

 ( )                                  
    

 ( )  فإذا كان           

   
    

(   )( )  عندئذ                  

( )         بما أن       الإثبات:  

 ε    
 

 
              ||    ||     | ( )   |  

 

 
 

                                        
    

 ( )    

 ε    
 

 
              ||    ||     | ( )   |  

 

 
 

                                        
    

 ( )    

 السابقتٌن: المتراجحتٌن بجمع 

| ( )     ( )   |  | ( )   |  | ( )   |  
 

 
 
 

 
   

 | ( )     ( )   |                       
            (     )       ‖    ‖    
          |(   )( )  (   )|    
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(   )        

 مبرهنة:

( )        , ولنفرض لـ نقطة حدٌة    , لتكن          لتكن   عندئذ:   

   
     

 

 ( )
 
 

 
   (  ( )        ) 

 الإثبات:

   
    

 ( )                   ||    ||    | ( )   |    

 الآن نأخذ:

|
 

 ( )
 
 

 
|  |

   ( )

 ( )  
|  

 

| ( )| | |
   ( ) 

 و ذلك بسبب ما ٌلً :
| ( )   |    | , ( )   -|    |   ( )|    

 لدٌنا :أٌضاً 
| |  |   ( )   ( )|  |   ( )|  | ( )|    | ( )| 
 | |    | ( )| 

 ⏟
نقلب

 

| |   
 

 

| ( )|
     

 

| ( )|
 

 

| |   
 

 نعوض فً )*( فنجد أن:

|
 

 ( )
 
 

 
|  

 

| |(| |   )
 

  عدد موجب اختٌاري , نختار  εوبما أن 
| |

 
 بالتعوٌض نجد: (  ) 

|
 

 ( )
 
 

 
|  

| |
 

| | [| |  
| |
 
]
 

| |
 

| | [
| |
 
]
 
 

| |
 ⏟

حسب(  )

 

  
  

 ومنه:

             ||    ||     |
 

 ( )
 
 

 
|  

 

  
 

    
    

 

 ( )
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 تمرين:

       

 (   )  

{
 
 

 
                                                 

(   )  (   )
 

,   (   )   -
 
   

   (   ) 
 (   )  (   )

 

 أثبت حسب التعرٌف أن:

   
(   ) (   )

 (   )  
 

 
 

الحل نرٌد اثبات أن : :

             ||(   )  (   )||    | (   )  
 

 
|    

 نجد: (   ) )لسهولة التعامل مع هذا المقدار( وبالتعوٌض بـ     (   )   لنفرض أن 

 (   )  
√     

 
          (   )  (   ) 

 . نقطة حدٌة لـ  (   )كما نلاحظ أن 

(   ) |بالتعوٌض فً   
 

 
 نجد أن : |

| (   )  
 

 
|  |

√     

 
 
 

 
| 

 المقامات:بتوحٌد 

| (   )  
 

 
|  |

 √       

  
|  |

 √         

  
| 

           |
 (   )   √     

  
|  |

 (√     )
 

  
| 

(     √)نضرب البسط والمقام بمرافق البسط 
 

 ومنه: 

| (   )  
 

 
|  

(     ) 

  (√     )
  

  

  (√     )
  

 
  

 (√     )
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نلاحظ أن 
 

 
 
  

 
 لانه : 

||(   )  (   )||  ||(       )||  √   (   )     
             (   )     

 ومنه:    (   )   ونحن فرضنا سابقاً أن 

| (   )  
 

 
|  

 

 
 
  

 
   

            √     ||(   )  (   )||    | (   )  
 

 
|    

 أي:

   
(   ) (   )

 (   )  
 

 
 

  : 

      *   +    

(   )    (   )  
     

     
 

 (   )فً النقطة  (   )   للدالة  نهاٌة توجد  لا اثبت أنه 

)وأن      نفرض أن 
 

  
 
 

 
) فكرة الحل :

.}نأخذ المتتالٌة 
 

 
 
 

 
/}

   
→   (   ) 

 (
 

 
 
 

 
)  

    
 
  

 
  

   
→    

 

 
 

(   )نأخذ متتالٌة أخرى   {.
 

 
 
 

 
/} 

 (
 

 
 
 

 
)  

    
 
  

 
  

 
    

 
  

 
 
 
 
  

   
→   

 

 
 

إلا أن صورتٌهما متقاربتٌن من عددٌن مختلفٌن ,فالنهاٌة  (0,0)وجدنا متتالٌتٌن من المنطلق متقاربتٌن من 

 المطلوبة غٌر موجودة.
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     مستمرة عند إنها    عندئذٍ نقول عن     ولتكن          لتكن 
           ||    ||    | ( )   (  )|      

 .   مستمرة فً كل نقطة من نقاط       مستمرة على   

 

 مبرهنة :

 إذا وفقط إذا:   فً مستمرة   , عندها تكون     ولتكن          لٌكن 

 وبحيث:   في      لـ   جوار   من  (  ) لـ   قابل كل جوار  (1
( ) فإن              . 

 
 
 

 انتهت المحاضرة

 
 
 

 إن ما يسعّ إليً الاوسان السامي يكمه في راتً

 Ⱳأما الذويء فيسعّ لما لذِ الآخشيه..

 
 
 

 


