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 هدى شماطالمادة: دكتورة  ◄

 قابليت الاشتقاق للدوال المركبت عنوان المحاضرة :◄         عاشرةال المحاضرة :◄                    

 : على في هره المحاضسة تعسفسن

 قابليت الاشتقاق للدوال المسكبت. -1

 تمازين شاملت لما مس ذكسه سابقا -2

 

:كما ٌلً ة معرفة ٌدوال حقٌق    لتكن    قابلية الاشتقاق للدوال المركبة:

                                

(   )   (   )               (   )   (   ) 

 دالة متجهٌة  بحٌث:  ولتكن

           

(   )   (   )  ( (   )⏟    
دالة حقٌقٌة

  (   )⏟    
دالة حقٌقٌة

) 

 . ل مركبة من مركباتها قابلة للاشتقاق فً النقطة ك كانت قابلة للاشتقاق إذا أنها  نقول عن الدالة 

 .  قابلتان للاشتقاق فً النقطة  (   )  (   ) الحقٌقٌتان إذا كانت الدالتان  أي:

 إذا كانت لدٌنا الدالتٌن: -

    
 
 ⏟

قابلة للاشتقاق

    ( )    
 
 ⏟

قابلة للاشتقاق

   

 بالشكل :  و لنعرف الدالة 

               

 قابلتان للاشتقاق، عندها:     قابلة للاشتقاق لأن  حٌث 

 (   )  (   )(   ) 

  ( (   ))   ( (   )  (   )) 

 4تحليل  
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 ٌعطى ب :  مشتق الدالة 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 
 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 

  

  
 
𝜕 

𝜕 

𝜕 

𝜕 
 

 

مثال: دالة حقٌقة معرفة كما ٌلً :  لتكن  

     *    +      

 (   )         
 

 
 

 حٌث:

        

   ( )     ( )    ( )     ( ) 

 أوجد بطرٌقتٌن مختلفتٌن المشتق: 

  

  
( ) 

 الحل

 :  بما ٌساوٌها فً   و   نعوض كل من  طريقة أولى:

 ( )        
 

 
       

    

    
                

 أي: ( )بدلالة وسٌط واحد   ومنه أصبح لدٌنا 

 ( )     ( ( )  ( ))  
  

  
( )    

 ��وهو المطلوب...

 الطريقة الثانية:
 

  
 ( ( )  ( ))  

  

  

  

  
 
  

  

  

  
 

 
 
 
  

  
  

  

(     )   

 
 

  
  

  

     

مشتق 

𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛 𝑢 

هو 
(𝑢)′

1+𝑢2
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(      )  

 
 

     

  

(    ) 

 

 
 

     
     

 

     
     

 

 ومنه:              ونحن نعلم أن      بـ   وكل      بـ   نعوض كل 

 

  
 ( ( )  ( ))  

    

           ⏟        
 1

     
    

           ⏟        
 1

     

               

 ��وانتهٌنا...

 و الآن سنبدأ بحل تمارين مختمفة ستساعدنا عمى فهم الأفكار التي درسناها إلى الآن :

 التمسين الأول :لتكن لدٌنا الدالة:

         

 (   )  {

   

      
   (   )  (   )
 

                    (   )  (   )

 

 . و         بحٌث  (   ) أي فً اتجاه  (   )مشتق فً   أثبت أنه ٌوجد للدالة  

 .(   )غٌر مستمرة فً   وبٌن أن 

 الحل

      √                                           إن:

 والآن لنوجد المشتق الاتجاهً و ذلك من الدستور :

𝜕 

𝜕 
(   )     

   

 (    )   ( )

 
 

 .  باتجاه  مشتق جزئً فً النقطة   فإذا كانت النهاٌة السابقة موجودة نقول عندها أن للدالة 

 لنحسب المقادٌر التً سنحتاجها فً التعرٌف السابق:

 :     لنحسب  -1
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     (   )   (   )  (     ) 

 : (    ) سنقوم بحساب  -2

 (    )  
     

          
 

     

  ,        -
 

     

        
 

 والآن نعوض بدستور المشتق الاتجاهً فٌكون:

𝜕 

𝜕 
(   )     

   

 (    )   ( )

 
    
   

 (    )   ( )

 
 

    
   

     
        

  

 
    
   

   

       
 
  

  
 

 .    فالنهاٌة موجودة دوماً حٌث 

 : (   )غٌر مستمرة عند   لنثبت أن الدالة  الآن:

 الطريقة الأولى:

 نقطة حدٌة. (   )هب الأكبر(  ،     )لأن قوة      

   
(   ) (   )

 (   )     
   

  

      
    
   

 

    
 
 

 
 ( (   )   ) 

 غٌر مستمرة.  أي 

 الطريقة الثانية:

 ( أي لنأخذ المتتالٌة:0،0لصورة النقطة )و لكن صورتها  لا تسعى (   )نقوم بإٌجاد متتالٌة متقاربة  من 

{(
 

 
 
 

  
)}
   
→   (   ) 

 (
 

 
 
 

  
)  

 
  

 
  
  

 
  

 

 
  

 
  
0
 
  
  1

 
 

 
  
  
  

   
   

 (
 

 
 
 

  
)  

 

 
    (   ) 

 .(0،0)بالتالً الدالة غٌر مستمرة عند 

 الطريقة الثالثة:
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 حسب تعرٌف الاستمرار:

 ε          (   )  (   )     | (   )   (   )|    

 لأنها جوار:    بدلالة ال  (   )لنأخذ نقطة 

  
 

 
     

  

 
 

 (   )          
  

 
 
  

  
 

 
  

 
(  

  

 
)     

 

 
(  

  

 
)    

  
  

 
   ( ) 

 
 

 
            √  

(   ) إن   .  √     ضمن شرط وهو    

| (   )   |  |
|
((
  

 
)  (
  

 
))

(
  

  
)  (

   

  
)
|
|  

 

  

 
  

 

 إن:

 
 

 
   

  

 
        

⏟            
حسب 

   

 
 

  

 
  

 
 

 
 

   
 

 
               √   (   )  (   )     

 | (   )   (   )|  
 

 
 

 ��... (   )غٌر مستمرة عند     ومنه 
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لتكن لدسنا الدالة:   التمسين الثاني:

         

   ( )  || ||
   

 

∑أثبت أن 
 2 

  2 
   

  1  ))مجموع المشتقات الجزئٌة من المرتبة الثانٌة تساوي الصفر((.   

 الحل

 إن الدالة عبارة عن نظٌم:

|| ||
   

 (√ 1
    

      
 )

   

 ( 1
    

      
 ) 1 

 
  

 نقوم بإٌجاد المشتقات الجزئٌة:

 :1  بالنسبة لـ  من المرتبة الأولى  نقوم بإٌجاد المشتق الجزئً -

  

𝜕 1
 .  

 

 
/ (  1)( 1

    
        

 ) 
 
  

 : )وهو مشتق جداء( 1  بالنسبة لـ  من المرتبة الثانٌة  نقوم بإٌجاد المشتق الجزئً -

𝜕
 
 

𝜕 1
  .  

 

 
/ *

( )( 1
    

      
 ) 

 
 

 (  1)(  1) . 
 

 
/ ( 1

    
        

 ) 
 
  1
+ 

 

𝜕
 
 

𝜕 1
   .  

 

 
/ ( 1

    
      

 ) 
 
 ,    1

  ( 1
    

      
 ) 1- 

 وبنفس الطرٌقة نجد:

   

𝜕  
   .  

 

 
/ ( 1

    
      

 ) 
 
 ,     

  ( 1
    

      
 ) 1- 

وهكذا بالمتابعة إلى أن نصل إلى 
 
2
 

   
2 : 

𝜕
 
 

𝜕  
   .  

 

 
/ ( 1

    
      

 ) 
 
 ,     

 ( 1
    

      
 ) 1- 

 بالجمع نجد:

∑
𝜕  

𝜕  
 

 

  1

  .  
 

 
/ ( 1

    
      

 ) 
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 ,   ( 1
    

      
 )1( 1

    
      

 ) 1⏟                            
 1

 

  .  
 

 
/ ( 1

    
      

 ) 
 
 ,   -    

 ��وهو المطلوب...

التمسين الثالث: لتكن لدٌنا الدالة المعرفة بالشكل: 

 (   )  {

            

        
 

 
         

 

 
  (   )  (   ) 

|       |الدالة معرفة بالشكل:                          
 

 
 

 أوجد:

   (   )     (   )    (   )    (   ) 

 الحل

  (   )     
   

 (   )   (   )

 
    
   

  (         )

 
   

  (   )     
   

 (   )   (   )

 
    
   

   (         )

 
   

 : (   )  والآن لنوجد 

  (   )          
 

 
    

 
 
  

  
  

  

    

 
 

  
  

  

 

         
 

 
 

   

     
 

  

     
 

⏟            
نخرج   عامل مشترك

 

   (   )          
 

 
   *

     

     
+          .

 

 
/    

   (   )  {
           

        .
 

 
/     (   )  (   )

 

  (   )  
𝜕

𝜕 
   (  ) (   )     

   

  (   )    (   )
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 : (   )  أما الآن ف تبقى علٌنا إٌجاد 

  (   )   
  

 
 

  
  

  

         
 

 
    

 
 
  

  
  

  

 

 
  

     
 

   

     
         

 

 
  (

     

     
)          

 

 
 

   (   )            
 

 
 

  (   )  {

           

          
 

 
  (   )  (   ) 

 ومنه ٌكون: 

  (   )  
𝜕

𝜕 
   (  ) 

(   )     
   

  (   )    (   )

 
 

    
    

   

 
   

 ��وبهذا ٌتم المطلوب...

 

 انتهت المحاضرة 

 


