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 برلنج مطيطدكتىر المادة:  ◄

 والتاسعت لثامنت: االمحاضرة ◄

 التقريباث باستخذام المربعاث الصغريعنىان المحاضرة  ◄

 أْلاً تكى أصذقائي سُذرس في ْذِ انًحاضزج :  :المحتوى العلمي 

نًحاضزج سُأخذ تحث انرقزيثاخ آَيُا في انًحاضزج انساتقح تحث انحم انؼذدي نهًؼادلاخ انرفاضهيح انؼاديح, ٔفي ْذِ ا

 تاسرخذاو انًزتؼاخ انصغزٖ.

َظزيح ػٍ انًقزر ثى في انًحاضزذيٍ نًحح   ْٕ تحث سٓم لا يٕجذ تّ انكثيز يٍ الأفكار . سُأخذ في ْذِ انًحاضزج

 انقاديريٍ سُرؼزف أكثز ػٍ ْذا انًٕضٕع.

 

رٛفاء، حٛس أٌ الاسرٛفاء ْٕ تحس ػٍ انراتغ)قذ ٚكٌٕ حذٔدٚح(، ( ػهٗ تحس الاس1)انؼذد٘ ذؼشفُا أشُاء دساسرُا نًقشس انرحهٛم 

تحٛس ًٚش يٍ جًٛغ انُقاغ انًؼطاج، أرا كاٌ نذُٚا يصلا خًس َقاغ فانحذٔدٚح انٕاجة إٚجادْا سركٌٕ يٍ انذسجح انشاتؼح، 

 .      َقطح يؼطاج فانحذٔدٚح انًطهٕتح سركٌٕ يٍ انذسجح   ْٔكزا َجذ أٌ أرا كاٌ نذُٚا 

، نزنك ٚسرخذو غشٚقح شاَٛح ْٔٙ غشٚقح ُْا َؼهى أٌ أيكاَٛح الاسرٛفاء يٕجٕدج، ٔنكٍ َسثح انخطأ انًشذكة كثٛشج جذا  ٔ

انرقشٚثاخ ٔذؼرًذ ػهٗ اخرٛاس انراتغ انز٘ قذ ٚكٌٕ حذٔدٚح أٔ ذاتغ أسٙ أٔ نٕغاسٚرًٙ، تحٛس قذ ًٚش يٍ انُقاغ انًؼطاج ٔقذ لا 

غ ْٕ أٌ ٚكٌٕ انخطأ انكهٙ )حٛس انخطأ انكهٙ ْٕ يجًٕػح الأخطاء نكم انُقاغ ٔانخطأ ْٕ ًٚش يٍ انُقاغ الأخشٖ ٔنكٍ انشش

 تؼذ انُقطح ػٍ انراتغ ( أصغش يا ًٚكٍ . انشكم انرانٙ ٚثٍٛ تٛاَاخ يؼطاج ٔذقشٚثٓا نًسرقٛى:

 

 

 

 

  2التحليل العددي    

 عات الصغرى التقرٌبات باستخدام المرب

 𝑥0, 𝑦0  
 𝑥1, 𝑦1  

 𝑥𝑛, 𝑦𝑛  

𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 
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ٕاع انرٕاتغ)حذٔدٚاخ، أسٙ، نٕغاسٚرى(( شى َحسة يٍ صيشج يحذدج أ٘ يٍ أحذ اَ ْٔكزا َجذ اَّ فٙ انرقشٚثاخ َخراس انراتغ )

انخطأ، ٔٚكٌٕ ْزا انراتغ أفعم ذاتغ يٍ ْزِ انضيشج ، ٔاخٛشا َقثم انراتغ)يٍ ْزِ انضيشج( أٔ َشفعّ حسة قًٛح انخطأ. يغ 

 يلاحظح أَّ لا ذٕجذ غشٚقح فؼهٛح لاخرٛاس انضيشج انًُاسثح .

 إرا يا ْٕ انرقاسب ؟؟ 
 ٌٕ حذٔدٚح، ذاتغ أسٙ، ذاتغ نٕغاسٚرًٙ(ْٕ اخرٛاس دانح )قذ ذك

تحٛس قذ ذًش يٍ انُقاغ انًؼطاج ٔقذ لا ذًش ٔنكٍ انششغ انًٓى ْٕ أٌ ٚكٌٕ انخطأ انكهٙ انًشذكة أصغش يا ًٚكٍ.  أ٘ أَّ 

ٕاع تحٛس َؼهى أَّ نذُٚا ػذج إَٔاع نرٕاتغ )حذٔدٚاخ، أسٛح، نٕغشٚرًّٛ،....(فُقٕو تانرقشٚة تاخرٛاس ذاتغ يٍ احذ ْزِ الأَ

 ٚحقق أٌ انخطأ انكهٙ انًشذكة ْٕ أصغش يا ًٚكٍ.

 

 ذاتغ انٕصٌ (1
, [ْٕ ذاتغ ٔصٌ ػهٗ انًجال      َقٕل أٌ   إرا ٔفقػ ارا حقق يا ٚهٙ : ] 

 ذاتغ يسرًش    .1
2.    ] ,  [         
3.      ,   ] ,  [   ∫     | |     

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: 

 ٚؼطٗ فٙ انفشض يجًٕػح يٍ انثٛاَاخ )انُقاغ( ٔانًطهٕب إٚجاد ذاتغ يُاسة ذقشب انثٛاَاخ إنّٛ )َسرثذل انثٛاَاخ تّ(

: 

 ٚؼطٗ فٙ انفشض ذاتغ ٔانًطهٕب اسرثذانّ تراتغ أخش تحٛس ٚكٌٕ انرؼايم يؼّ أسٓم.

 تعاريف و مفاهيم اساسية:

= 𝑤 𝑥: مثال 
1

 1−𝑥2
 هو 

 ] ,  [تابع وزن على المجال 

 الخطي   التقريب– ب التقريب غير الخطي –أ 

 لتوابع مستمرة – 2 لبٌانات متقطعة-1
 لتوابع مستمرة – 2 لبٌانات متقطعة-1
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 نًٓى ْٕ اٌ ٚكٌٕ انخطأ انكهٙ انًشذكة أصغش يا ًٚكٍ .ٔفٙ كهرا انحانرٍٛ انششغ ا

, ]ذاتغ يؼشف ٔيسرًش ػهٗ انًجال      نٛكٍ   ]  ℝ ٌٔتفشض أ ،∅   [ , هً الدالة التً نرٌد استبدال  ∅,)إن [ 

 البٌانات)النقاط بها (, بحٌث:

∅    ∅  ,  0,  1,   ,    ⏟            
التابع∅ ٌتبع لـ  و للثوابت  

= ∅  ,      [ ,  ],  = [

 0
 1
 
  

] =   0,  1,  ,    
 ⏟        

منقول

    ℝ  

,0 والمطلوب هو إٌجاد المعاملات)الثوابت(   1,  ,  .يمكن أصغر ما      و   ∅بحٌث تكون المسافة بٌن    

 :    ونمٌز هنا حالتٌن بالنسبة للتابع 

, ]   معطى عند عدد منته من النقاط   إذا كان التابع   =  )بٌانات متقطعة( وبحٌث:  [        

 عندئذ تدعى المسألة تقرٌب المربعات الصغرى لبٌانات متقطعة .      

, ]قابلا للاشتقاق أو قابلا للمكاملة على المجال   إذا كان التابع  :  ] 

 عندئذ تدعى المسالة بمسألة تقرٌب المربعات الصغرى للتوابع مستمرة .      

 فٌتم إٌجاده استنادا على :    ∅أما بالنسبة للتابع 

, ]    إذا أمكن كتابته بدلالة توابع مستقلة خطٌا   , أي بالشكل :[ 

∅  ,   =  0 0   +  1 1   +  +        = ∑       

 

  0

 

)وٌكون التقرٌب خطٌا , وفٌما عدا ذلك ندعوها بمسألة التقرٌب غٌر الخطٌة .التقريب الخطيةتدعى المسألة عندئذ بمسألة 

,0 بالنسبة للثوابت)المعاملات(   , ,0 للدوال ولٌس بالنسبة      ,   .) 

 فقط أن تكون هذه الدوال مستقلة خطٌا.ٌل هً الثوابت, أما الدوال معلومة, وٌبقى نلاحظ من العلاقة السابقة أن المجاه

 على مسألة تقريب خطي :   مثال

∅  ,  0,  1,  2,  3 =  0 +  1 
2 +  2      +  3  

2 +    

 :على مسألة تقريب غير خطية  مثال  

∅  ,  0,  1,  2,  3,  4 =  0       1  +  2 
−    −    



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

3rd year-F.B Group :Syria Math               Facebook_Page : IOM    Maths_WhatsApp : 0997378154           
 

4 

 فٙ يقشسَا سُأخز فقػ انرقشٚة انخطٙ ) أ٘ نٍ َأخز انرقشٚة غٛش انخطٙ (

 

 

 

,0 تفشض أٌ   1,  ,     [ ,  ] ,    [ , يجًٕػح كم  انرشاكٛة انخطٛح   ذٕاتغ يسرقهح خطٛا ، ٔتفشض  [ 

,0 }يٍ انًًكُح   1,  ,  تحٛس : {  

 ∅     ∅   = ∑       

 

  0

 

 ػُذئز:

   , ∅ = ‖  ∅‖     0,  1,  ,     

 )أٔ يؼايلاذٓا(. ∅ذؼرًذ ػهٗ انراتغ  ∅ ٔ أ٘ أٌ انًسافح تٍٛ دانرٍٛ 

 ٚكٌٕ يشرقٓا الأٔل تانُسثح نهصٕاتدٚجة أٌ ذكٌٕ أصغش يا ًٚكٍ ٔيؼُٗ رنك أَّ ٚجة أٌ   إٌ انًسافح 

      =  ,   ,  يسأ نهصفش، ٔانًشرق انصاَٙ لا ٚسأ٘ انصفش. ٔقذ ٔظؼُا فٙ انؼلاقح انساتقح َظًٛا نٕجٕد ػذج قٛى.  

 ْٔٙ :   ذٕجذ تؼط الأشكال انًأنٕفح نهرٕاتغ 

1.  0 =  , 1 =  , 2 =  2,   ,  =  ػهٗ الأكصش (  خ يٍ انذسجح )حذٔدٚا   
2.  0 =  , 1 =       ,  2 =       ,  3 =        ,  4 =        ,  )ذٕاتغ يصهصٛح(   
3.  0 =  , 1 =     ,  2 =   2 ,  3 =     ,  يخرهفح . ℝ   حٛس    
 ٕجُذس، ذشٛثرشٛف،  لاكٛش، ْشيٛد ،.....( انرٕاتغ انًرؼايذج )حذٔدٚاخ ن .4

 الأٌ ًٚكٍ أٌ ذصاؽ يسأنح انرقشٚة انخطٙ تشكم ػاو كًا ٚهٙ :

, ]   تفشض  ,0 ، ٔانرٕاتغ [   ,  ، تحٛس:      0 ∅يسرقهح خطٛا ، ٔانًطهٕب أٚجاد ذشكٛة خطٙ    

∅ 0     ∅ 0 ( ,  0
 0 

,  1
 0 

,   ,   
 0 

) = ∑  
 0 

       

 

  0

      

 ( 0
 0 

,  1
 0 

,   ,   
 0 

) = ‖  ∅ 0 ‖ =    
∅  

‖  ∅‖ =    
   

   0,  ,           

,0 نكم جًهح ذٕاتغ يسرقهح خطٛا   1,  ,     [ , تحٛس     0 ∅ٕٚجذ ػهٗ الأقم ذاتغ ذقشٚة  ‖ ‖ ٔنكم َظٛى [ 

, ]   ٚحقق انؼلاقح سقى )**( ٔرنك أٚا كاٌ   ] 
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 انرقزيثاخ انخطي نثياَاخ يرقطؼح

 فٙ ْزِ انحانح ذصاؽ انًسأنح كًا ٚهٙ:

 يٍ انؼلاقح  0 ∅َثحس ػٍ انؼلاقح يٍ انشكم 

∅ 0     ∅ 0 ( ,  0
 0 

,  1
 0 

,   ,   
 0 

) = ∑  
 0 

       

 

  0

 

, ]   لأجم ذاتغ  + ، ٔيؼهٕيح ػُذ [   َقطح يخرهفح ْٙ:  

  = , ٔ تحٛس            [ ,  ] ,  =  , , ,  ,  ,       

    [ ,  ]   ‖ ‖2 = (∑   
2    

 

  0

+

1
2

 

 َصف َظٛى ، ْٕٔ انُظٛى انرشتٛؼٙ ٔتاخرٛاسَا نّ َحصم ػهٗ أفعم دقح. 2‖ ‖أػذاد حقٛقٛح كأٔصاٌ ، ٔ    حٛس أٌ: 

= إرا ٔظؼُا:   فٙ انؼلاقح انساتقح ذصثح : ∅  

‖  ∅0‖2
2 =    

∅  
‖  ∅‖2

2 =    ∑  (      ∅   ,   )
2

 

  0

=     2  0,  ,     

 2 =  0
2 +  +   

2 , ٔ أٌ       =    =       ∅   ,   غانثا ٚشيض   

 ْٙ يجًٕػح يشتؼاخ الأخطاء . 2 أ٘: 

ٔترطثٛق انششٔغ: 
   2 

   
 =    =  , , ، ) أٔ ذكرة   

   2 

   
 = +  ( َحصم ػهٗ جًهح    يؼادنح خطٛح    

  تانُسثح نهًجاْٛم 
 نهرقشٚة الأيصم . ٔتًا أٌ : 0

  ∅    

   
0 =            ∅   ,   = ∅   ,  0,  1,  ,    = ∑        

 

  0

 

 فئٌ جًهح انًؼادلاخ انخطٛح ْٙ :

∑  
 0 

 

  0

∑        ⏟  
انًشرق تانُسثح   

      

 

  0⏟              
َشيض نٓا (  ,  )

= ∑             ⏟  
انًشرق تانُسثح   

 

  0⏟              
َشيض نٓا (  , )

   =  , ,            

=    نخطٛح تانصٛغح انًصفٕفٛح : ػُذئز: ذصثح جًهح انًؼادلاخ ا  حٛس أٌ :  
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 = (
  0,  0    0,    

   
   ,  0     ,    

+ ,  = (
 0
 0 

 

  
 0 

) ,  = (
   ,  0 

 
  ,    

+ 

 

=     كاَد انرٕاتغ ٔانصٛغح انًصفٕفٛح انساتقح قاتهح نهحم إرا ٔفقػ إرا   ,  ,  يسرقهح خطٛا .    

ملاحظة .   ٔانز٘ ْٕ انًشرق تانُسثح نـ    ْٔكزا حرٗ  1  ْٕ 1 ٔانًشرق تانُسثح نـ ، 0  ْٕ 0 انًشرق تانُسثح نـ :◄

ذكٌٕ يشٚعح ، ٔنرجُة رنك َسرخذو غشائق  ( غانثا يا     ٚجة الاَرثاِ انٗ أٌ جًهح يؼادلاخ انخطٛح انساتقح ) ػُذيا 

 ، أٔ ذغٛٛش شكم انحذٔدٚح إنٗ حذٔدٚح يرؼايذج .  ( نرفشٚق انًصفٕفح   ) 

ٔتانرانٙ نرسٓٛم اسرخذاو ْزِ انًصفٕفح ٔانرؼايم يغ جًهح يؼادلاخ َجؼم تؼط قٛى انًصفٕفح اصفاسا ػٍ غشٚق اخرٛاس 

  ,  تٓزا انؼًم فُٓا ذأذٙ يًٓح ذاتغ انٕصٌ فٙ ذسٓٛم انؼًم حذٔدٚاخ يرؼايذج، ٔنهقٛاو   

يلاحظح    ◄ . ْٕ  إٌ ذاتغ انٕصٌ ٚؼطٗ دٔيا فٙ َص انًسأنح ٔلا حاجح نهثحس ػُّ، فًصلا ذاتغ انٕصٌ نهحذٔدٚاخ

=     فئٌ انرٕاتغ       إرا كاٌ    ◄  , , ملاحظة  يشذثطح خطٛا ، تحٛس :  
=     فئٌ انرٕاتغ     كاٌ  إرا                     , ,  يشذثطح خطٛا حرًا  

= ٔإرا كاٌ                     فانًسأنح ْٙ يسأنح اسرٛفاء.  

 انرقزيثاخ تانحذٔدياخ انجثزيح 

=      فٙ ْزِ انحانح َفرشض أٌ :    
 
=       ٔ أٌ    

 فُجذ :    ، َؼٕض فٙ انؼلاقح   

∑  
 0 

 

  0

∑    
   

= ∑          
 
       =  , ,           

 

  0

 

  0

 

=  تفشض أٌ :   تشكهٓا انًصفٕفٙ كًا ٚهٙ :    )أَٓا حذٔدٚاخ (. ػُذئز ذصثح جًهح انًؼادلاخ انخطٛح   

(

 
 

  0,  0   0,  1    0,    

  1,  0   1,  1    1,    

  2,  0 
 

   ,  0 

  2,  1 
 

   ,  1 

   2,    

  
    ,    )

 
 

 

(

 
 
 
 

 0
 0 

 1
 0 

 2
 0 

 

  
 0 

)

 
 
 
 

=

(

 
 

  ,  0 
  ,  1 
  ,  2 

 
  ,    )

 
 

        

ٌجب حفظ هذه 

الصٌغة 

 المصفوفٌة جٌدا
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 نذُٚا انرانٙ :    ، يٍ انؼلاقح   نُحسة الأٌ انقٛى داخم انًصفٕفح 

(  ,   ) = ∑              

 

  0

 

=  )ٔتًلاحظح أٌ فٙ انرقشٚة نهحذٔدٚاخ ٚكٌٕ :  ٔيُّ 0  ٔ أٌ   =  , 1 =  , 2 =  2,  ,   =    ) 

 فُجذ أٌ :

  0,  0 = ∑   0     0    

 

  0

= ∑           =  +  ⏟  
ػذد انُقاغ انًؼطاج

 

  0

 

  0,  1 = ∑   0     1    

 

  0

= ∑            = ∑    

 

  0

 

  0

 

  1,  1 = ∑   1     1    

 

  0

= ∑             = ∑(  
2)

 

  0

 

  0

 

, َٔسرًش تانحساب ػهٗ ْزا انُحٕ يٍ أجم كم ػُاصش انًصفٕفح، فرصثح انًصفٕفرٍٛ  ( يٍ   نـ )حٛس قًُا تانًصم   

 انشكم :

 =

(

 
 
 
 
 
 
 

 +  ∑    

 

  0

 ∑   
  

 

  0

∑    

 

  0

∑(  
2)

 

  0

 ∑(  
  1)

 

  0

 

∑   
  

 

  0

 

∑(  
  1)

 

  0

  

 ∑(  
2 )

 

  0 )

 
 
 
 
 
 
 

 ,  =

(

 
 
 
 
 
 
 
∑     =   

 

  0

∑        

 

  0

 

∑        
 

 

  0 )

 
 
 
 
 
 
 

 

 ، َحصم ػهٗ انصٛغح انًصفٕفٛح نهطشٚقح انًذسٔسح كًا ٚهٙ :    ٔتانرؼٕٚط فٙ انؼلاقح 

إن المقصود 

(𝜑𝑗 , 𝜑𝑘)  هو

ولٌس  جداء داخلي

 ثنائً
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(

 
 
 
 
 
 
 

 +  ∑    

 

  0

 ∑   
  

 

  0

∑    

 

  0

∑(  
2)

 

  0

 ∑(  
  1)

 

  0

 

∑   
  

 

  0

 

∑(  
  1)

 

  0

  

 ∑(  
2 )

 

  0 )

 
 
 
 
 
 
 

 

(

 
 
 
 

 0
 0 

 
 
 
 
 

  
 0 

)

 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 
 
 
∑     =   

 

  0

∑        

 

  0

 

∑        
 

 

  0 )

 
 
 
 
 
 
 

 

: 

1)  =  ذقشٚة انثٛاَاخ إنٗ يسرقٛى   
+ نذُٚا  = َقطح يخرهفح ٔ     ,  , ,    تحٛس       ℝ2 : ٔانرقشٚة نًسرقٛى يؼادنرّ تانشكم ، 

 = ∅ 0    = ∑  
 0 

     

1

  0

 =  0
 0 

+  1
 0 

   

 نًصفٕفٛح الأخٛشج فُجذ أٌ :َؼٕض فٙ انصٛغح ا

(

 
 
 

 +  ∑    

 

  0

∑    

 

  0

∑(  
2)

 

  0 )

 
 
 

 (
 0
 0 

 1
 0 

+ =

(

 
 
 

∑  

 

  0

∑    

 

  0 )

 
 
 

 

 َشيض :

  = ∑  

 

  0

 ,    = ∑  
2 

 

  0

,    = ∑    

 

  0

 ,   = ∑  

 

  0

 

 الأٌ تانرؼٕٚط فٙ انشكم انًصفٕفٙ  ٔيٍ شى حم جًهح انًؼادلاخ، َجذ يا ٚهٙ :

(
 +    

     
*  (

 0
 0 

 1
 0 

+ = (
  

   
*  {

  +     0
 0 

+     1
 0 

=        

    0
 0 

+      1
 0 

=           
 

يٍ 1 
⇒    0

 0 
=

       1
 0 

 +  
 
 َؼٕض فٙ 2 
⇒           (

       1
 0 

 +  
+ +      1

 0 
=          

            1
 0 

+   +        1
 0 

=   +       
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 ( 1
 0 

=
  +            

  +            
) 

1 َؼٕض الأٌ قًٛح 
 0 

 ( فُجذ : فٙ انؼلاقح ) 

 0
 0 

=
  −   (

              

              
*

  1
 ( 0

 0 
=

      −      

   1    −     
)l 

 أ٘ أٌ حم جًهح انًؼادلاخ ْٙ :

 0
 0 

=
             

  +            
  ,  1

 0 
=

  +            

  +            
 

 ٚشجٗ الاَرثاِ فٙ انسؤال ػهٗ صٛغح انسؤال نًؼشفح ػذد انصٕاٚة انًشاد إٚجادْا 

ٍ:ــيًزــذ 

,  , ,      أٔجذ يؼادنح انًسرقٛى انز٘ ٚقشب انثٛاَاخ انرانٛح :   , ,  ,   , ,  ,   , ,   

 شى أٔجذ قًٛح انخطأ انًشذكة .

 م :ـــحنا

= إنٗ يسرقٛى ْٙ :  َؼهى أٌ يؼادنح انرقشٚة   
   

+   
   

1 ، نُٕجذ الأٌ قٛى كم يٍ   
 0 

 ٔ  0
 0 

. كًا ٔجذَا يُز قهٛم  

 ٔرنك ػٍ غشٚق حساب يا ٚهٙ :

  = ∑  

 

  0

 ,    = ∑  
2 

 

  0

,    = ∑    

 

  0

 ,   = ∑  

 

  0

 

 نُُشئ انجذٔل نرسٓٛم انحم 

  
2             

             0 =      0 =   

             1 =      1 =   

            2 =      2 =   

            3 =      3 =   

   = ∑  
2

3

  0

=       = ∑    

3

  0

=        = ∑  

3

  0

=        = ∑  

3

  0

=    
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 نذُٚا الأٌ :

 0
 0 

=
             

  +            
=

                     

                 
=         

 1
 0 

=
  +            

  +            
=

                    

                 
=         

 ٔتزنك ٚكٌٕ انراتغ انخطٙ انًطهٕب ْٕ :

 =       +           

 ٚحسة انخطأ يٍ انؼلاقح 

 2 = ∑[        ]
2

3

  0

 

 ٔتانرانٙ :

 2 = [   0   0]
2⏟        

  
2

+ [   1   1]
2⏟        

  
2

+ [   2   2]
2⏟        

 2
2

+ [   3   3]
2⏟        

  
2

 

 حٛس أٌ :

{
 

 
   0 =       +           =        

   1 =       +           =       

   2 =       +           =        

   3 =       +           =       

 

 ٔيُّ:

 2 = [           ]2 + [         ]2 + [          ]2 + [          ]2 =         

= ٔتجزس انُاذج الأخٛش َحصم ػهٗ انخطأ انًشذكة انًطهٕب:          
  أخٛشا ،ٚثٍٛ انشكم انرانٙ انثٛاَاخ انًؼطاج ٔانًسرقٛى انز٘ قشتُا انُقاغ إنّٛ:
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ٍ:ــًزيــذ 

 قشب انثٛاَاخ تاسرخذاو ذاتغ خطٙ شى أٔجذ قًٛح انخطأ انًشذكة :

                    

                     

 :م ـــحان

,  تحساب كم يٍ     ,    ,    

  = ∑  

8

  1

=              ,     = ∑  
2 

8

  1

=    

   = ∑    

8

  1

=             ,   = ∑  

8

  1

=    

 ٔتزنك َجذ :

 0
 0 

=
             

          
=

                 

                 
=

        

       
=

    

   
=         

 1
 0 

=
          

          
=

                

                 
=

       

       
=

    

   
=          

 ٔتزنك ٚكٌٕ انراتغ انخطٙ انًطهٕب 

𝑌 

𝑥 

  ,     

  ,     

  ,     

  ,     
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    =          +         

 ٔيُّ:

   0 =             +        =       
   1 =            +        =         
   2 =            +        =         
   3 =            +        =         
   4 =            +        =         
   5 =            +        =         
   6 =            +        =         
   7 =            +        =          

 ٔٚكٌٕ انخطأ انًشذكة :

 2 = ∑[        ]
2

7

  0

 

 2 = [    ]2 + [        ]2 + [       ]2 + [       ]2 + [        ]2 + [        ]2

+ [       ]2 + [       ]2 =         

  = √ 2 =         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 ) =  ذقشٚة انثٛاَاخ إنٗ قطغ يكافئ )حذٔدٚح دسجح شاَٛح(:  
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+ نذُٚا  = َقطح يخرهفح، ٔ     ,  ,  ، ٔانرقشٚة إنٗ قطغ يكافئ يؼادنرّ: 

 = ∅ 0    = ∑  
 0 

  

2

  0

  =  0
 0 

+  1
 0 

 +  2
 0 

 2 

 َؼٕض فٙ انشكم انًصفٕفٙ نجًهح انًؼادلاخ انخطٛح، فُجذ:

(

 
 
 
 
 
 

 +  ∑    

 

  0

∑   
2 

 

  0

∑    

 

  0

∑   
2 

 

  0

∑   
3 

 

  0

∑   
2 

 

  0

∑   
3 

 

  0

∑   
4 

 

  0 )

 
 
 
 
 
 

 (

 0
 0 

 1
 0 

 2
 0 

, =

(

 
 
 
 
 
 

∑  

 

  0

∑     

 

  0

∑  
2  

 

  0 )

 
 
 
 
 
 

 

0 ٔتحساب قٛى انًجايٛغ داخم انًصفٕفاخ ٔذؼٕٚعٓا، َحصم ػهٗ قٛى انًؼايلاخ 
 0 

,  1
 0 

,  2
 0 

،ٔيٍ شى َؼٕظٓا فٙ  

 ػثاسج انراتغ فُحصم ػهٗ ذاتغ انرقشٚة انًطهٕب .

 

 

 

 

ٍ:ــًزيــذ 

 انز٘ ٚقشب انثٛاَاخ انرانٛح : أٔجذ يؼادنح ذاتغ يٍ انذسجح انصاَٛح

                 

                         

 شى أٔجذ قًٛح انخطأ انًشذكة.

 :م ـــانح

 نُقى تحساب انًجايٛغ    رًشٍٚتًلاحظح أٌ ػذد انثٛاَاخ فٙ ْزا ان

𝑓 𝑥 = 𝑐0
 0 

+ 𝑐1
 0 
𝑥 + 𝑐2

 0 
𝑥2 +  + 𝑐𝑚

 0 
𝑥𝑚 𝑚    

 ، ذكٌٕ ْزِ انحذٔدٚح يٍ انشكم :𝑚: نهرقشٚة نحذٔدٚح يٍ انذسجح  يٍ أجم انؼًٕييحٔ

 ادٔتئجشاء راخ انخطٕاخ انًٕظحح يغ يشاػاج دسجح انحذٔدٚح، َحصم ػهٗ قٛى انًؼايلاخ، ٔيٍ شى ػهٗ ذاتغ انرقشٚة انًش
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∑  

5

  1

=   ,∑  
2 =     

5

  1

,∑  
3 =     

5

  1

 

∑  
4 =       

5

  1

 ,∑    =     

5

  1

 

 ٔيُّ َجذ:

 0
 0    +  1

 0    +  2
 0      =      

 0
 0    +  1

 0      +  2
 0       =      

 0
 0      +  1

 0       +  2
 0         =     

 ٔتحم ْزِ انجًهح يٍ انًؼادلاخ َجذ :

 0
 0 

=          ,  1
 0 

=          ,  2
 0 

=          

 ٔٚكٌٕ انراتغ انرشتٛؼٙ انًطهٕب :

    =         2 +         +         

 ٔقًٛح انخطأ انًشذكة :

 2 = ∑          
2 =          =         

4

  0

 

 اَاخ انًؼطاج :ٔٚثٍٛ انجذٔل قٛى انراتغ انًقشب ػُذ انثٛ
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 ٕٚظح شكم انشسى انثٛاَٙ نهثٛاَاخ انًؼطاج ٔانراتغ انًقشب :

 

 

 

 

 

 

 قهُا يسثقا أَّ كٙ َرجُة يشض جًهح انًؼادلاخ انخطٛح َسرخذو انحذٔدٚاخ انًرؼايذج . ْٔزا يا سُفؼهّ فٙ ْزِ انفقشج.

=      فٙ ْزِ انحانح َفرشض أٌ   ، فٛكٌٕ : ∅ٚة نهراتغ ، كرقش   

∅ ∅   = ∑     =  0  0 +  +      

 

  0

 

,  )حٛس َشرشغ أٌ :    ) = (  ,   ) = فٙ انصٛغح انًصفٕفٛح نجًهح   ، ٔتانرانٙ ذكٌٕ انًصفٕفح            

ٛاخ ػذٚح كصٛشج لإٚجاد انحم، فسُٛرج يؼُا يثاششج. ٔتزنك ذجُثُا انًؼادلاخ انخطٛح يصفٕفح قطشٚح ، ػُذئز لا ٕٚجذ ػًه

  ٔيرى حساب انًؼايلاخ )انثٕاتد( يشض انجًهح . 
   

 : تانشكم 

  
 0 

=
  ,    

   ,    
   =  , ,     

{
 
 

 
 (  ,   )   ∑     

 2 
    

 

  0

( ,   )   ∑               

 

  0

 

, ]تشكم ذؼأد٘)غشاو_شًٛذز( ظًٍ انًجال    ًٔٚكٍ حساب انحذٔدٚاخ انًرؼايذج  ، كًا     تانُسثح نراتغ انٕصٌ  [ 

 ٚهٙ :

 0   =   
 1   =    1 
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     =         −1         −2         

 حٛس أٌ :

  [ ,  ]  ,   =
     −1 ,   −1 

   −1 ,   −1 
         ,   =

   −1 ,   −1 

   −2    −2 
     

 يغ يلاحظح أٌ :

     −1 ,   −1 = ∑       −1    

 

  0

 

 

 

 

 

 

 

 

فٙ انرقشٚة انخطٙ نثٛاَاخ يرقطؼح كُا َسرثذل َقاغا يؼطاج تراتغ ذقشٚة، أيا ُْا فسُسؼٗ لاسرثذال ذاتؼا يؼطٗ تراتغ أخش 

 تحٛس ٚكٌٕ انرؼايم يؼّ أسٓم.

ملاحظة .   نٍ ذخرهف ُْا ػٍ يا سثق تاسرثُاء اٌ انًجاييغ سرصثح ذكايلاخ ◄

 رانٙ:ذصاؽ انًسأنح فٙ ْزِ انحانح ػهٗ َحٕ ان

 : يٍ انشكم  0 ∅َثحس ػٍ ذاتغ 

∅ 0      ∅ 0 ( ,  0
 0 

,  ,   
   

) = ∑  
 0 

        

 

  0

 

,  }يجًٕػح كم انرزاكية انخطيح انًًكُح يٍ انذٔال انًسرقهح خطيا      ,  ,  } 

هً فً جعل جمٌع عناصر القطر الرئٌسً 

أصفارا ماعدا عناصر القطر الرئٌسً مما 

 ٌجعل الحل بسٌطا .
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, ]   لأجم ذاتغ   ، تحٛس:[ 

‖ ‖2⏟  
َصف َظٛى  ذشتٛؼٙ

= (∫   2   

 

 

)

1
2

    ⏟
ذاتغ ٔصٌ

,    [ ,  ] 

= إرا ٔظؼُا   فٙ انؼلاقح انساتقح ∅  

 ( 0
 0 

,  1
 0 

,  ,   
 0 

) = ‖  ∅ 0 ‖ =    
∅  

‖  ∅‖ =    
   

   0,  ,     

 ذصثح:

‖  ∅ 0 ‖
2

2
=    

∅  
‖  ∅‖2

2 =    
∅  

∫ (     ∅  ,   )
2
  

 

 

=    
∅  

 2  0,  ,     

 

 ٔٚشيض:

    =      ∅  ,    

ٔترطثٛق انششٔغ: 
   2 

   
   =      =  ,  , +  ، َحصم ػهٗ انجًهح      يؼادنح خطٛح ، تانًجاْٛم :   

 0 
تحٛس   

+  ػذدْى   يجٕٓل، يٍ انشكم :   

∑  
 0 

∫                 

 

 ⏟              
   ,   

=

 

  0

∫                

 

 ⏟              
  ,   

   =  , ,          

 رانٙ :ٔذصثح انصٛغح انًصفٕفٛح نجًهح انًؼادلاخ انخطٛح ػهٗ انُحٕ ان

   =   (
  0,  0    0,    

   
   ,  0     ,    

+  (
 0
 0 

 

  
 0 

) = (
  ,  0 

 
  ,    

+ 

= َٔلاحظ أٌ:            (  ,   ) =    ,     . 
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=      فٙ ْزِ انحانح َفرشض أٌ :    
 
=       ٔ أٌ    

 فُجذ:    ، َؼٕض فٙ انؼلاقح    

∑  
 0 

 

  0

∫            

 

 

= ∫            

 

 

   =  , ,   

=    تفشض أٌ :   ُحٕ انرانٙ :، ذكٌٕ جًهح انًؼادلاخ انساتقح تصٛغرٓا انًصفٕفٛح ػهٗ ان 

   =     

(

 
 
 
 
 
 
 
 ∫  

 

 

∫    

 

 

 ∫     

 

 

∫    

 

 

∫ 2   

 

 

 ∫   1   

 

 
 

∫     

 

 

 

∫   1   

 

 

 
 

 

∫ 2    

 

 )

 
 
 
 
 
 
 
 

⏟                          
 

 

(

 
 
 

 0
 0 

 1
 0 

 
 

  
 0 

)

 
 
 

⏟    
 

=

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 ∫       

 

 

∫         

 

 

 
 

∫          

 

 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

⏟          
 

 

 

 

 ، َسؼٗ لإٚجاد انحذٔدٚح :[ ,  ]ػهٗ انًجال      نُٕجذ حذٔدٚح انًشتؼاخ انصغشٖ يٍ انذسجح انصاَٛح نهراتغ 

 2   =  0
 0 

+  1
 0 

 +  2
 0 

 2 

 تحٛس ٚكٌٕ انخطأ انكهٙ انًشذكة أصغش يا ًٚكٍ.

= تًلاحظح  أٌ   ٚكٌٕ نذُٚا شلاز يؼادلاخ تصلاز يجاْٛم ، ٔتانرؼٕٚط فٙ انصٛغح انًصفٕفٛح نجًهح انًؼادلاخ َجذ:  

= حالة خاصة    
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   =   

(

 
 
 
 
 
 
 ∫  

1

−1

∫    

1

−1

∫ 2  

1

−1

∫    

1

−1

∫ 2   

1

−1

∫ 3   

1

−1

∫ 2   

1

−1

∫ 3   

1

−1

∫ 4   

1

−1 )

 
 
 
 
 
 
 

 (

 0
 0 

 1
 0 

 2
 0 

, =

(

 
 
 
 
 
 
 ∫      

1

−1

∫        

1

−1

∫ 2       

1

−1 )

 
 
 
 
 
 
 

 

 ، فُجذ: ذحسة قٛى انركايلاخ داخم انًصفٕفح 

∫  

1

−1

= [ ]−1
1 =      , ∫     

1

−1

= *
 2

 
+
−1

1

=      , ∫  2  

1

−1

= *
 3

 
+
−1

1

=
 

 
 

∫ 3   

1

−1

=     , ∫  4   

1

−1

= *
 5

 
+
−1

1

=
 

 
 

 َؼٕض فٙ انصٛغح انًصفٕفٛح  فُجذ:

(

 
 
 
  

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 )

 
 
 

 (

 0
 0 

 1
 0 

 2
 0 

, =

(

 
 
 
 
 
 
 ∫      

1

−1

∫        

1

−1

∫ 2       

1

−1 )

 
 
 
 
 
 
 

 

 َجش٘ ػًهٛاخ انعشب ، َٔطاتق غشفٙ انًسأاج فُجذ:

  0
 0 

+
 

 
 2
 0 

= ∫      

1

−1
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 1
 0 

= ∫        

1

−1

 

 

 
 0
 0 

+
 

 
 2
 0 

= ∫ 2       

1

−1

 

 ٔتحم جًهح انًؼادلاخ انصلاز َجذ تسٕٓنح أٌ :

 0
 0 

=
 

 
∫       

  

 

1

−1

∫ 2       

1

−1

 

 1
 0 

=
 

 
∫        

1

−1

 

 2
 0 

=
  

 
∫ 2       

1

−1

 
  

 
∫      

1

−1

 

 ح:ٔانخطأ انًشذكة ٚحسة ػثش انؼلاق

 = √∫[          ]
2

 

 

 

ٍ:ــًزيــذ 

 أٔجذ حذٔدٚح ذقشٚة انًشتؼاخ انصغشٖ يٍ انذسجح انصاَٛح نهراتغ : 

    =        

 ، ٔاحسة قًٛح انخطأ انًشذكة.[ , ]ٔرنك ػهٗ انًجال 

 :م ـــانح

, ]تًلاحظح أٌ انحذٔدٚح انًطهٕتح يٍ انذسجح انصاَٛح، أ٘   ] = =   ٔ أٌ [ , ]  ، ذُرج نذُٚا جًهح انًؼادلاخ : 
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 0
 0 

∫     

1

0

+  1
 0 

∫    

1

0

+  2
 0 

∫ 2   

1

0

= ∫             

1

0

 

 0
 0 

∫    

1

0

+  1
 0 

∫ 2   

1

0

+  2
 0 

∫ 3   

1

0

= ∫            

1

0

 

 0
 0 

∫   2  

1

0

+  1
 0 

∫ 3   

1

0

+  2
 0 

∫ 4   

1

0

= ∫ 2          

1

0

 

 نُحسة قٛى انركايلاخ انساتقح :

∫     =   

1

0

, ∫     =
 

 

1

0

    , ∫  2   =
 

 

1

0

  , ∫  3   =
 

 
 

1

0

 , ∫  4   =
 

 

1

0

 

∫             =        

1

0

  , ∫            =        

1

0

  , ∫  2          =        

1

0

  

 ترؼٕٚط قٛى انركايلاخ فٙ جًهح انًؼادلاخ َجذ أٌ:

 0
 0 

+
 

 
 1
 0 

+
 

 
 2
 0 

=         

 

 
 0
 0 

+
 

 
 1
 0 

+
 

 
 2
 0 

=         

 

 
 0
 0 

+
 

 
 1
 0 

+
 

 
 2
 0 

=         

 ٔتحم جًهح انًؼادلاخ الأخٛشج َجذ أٌ

 0
 0 

=          ,  1
 0 

=         ,  2
 0 

=          

=    ٔذكٌٕ حذٔدٚح ذقشٚة انًشتؼاخ انصغشٖ يٍ انذسجح انصاَٛح نهراتغ         :ْٙ 

 2   =           2 +                   

 نُٕجذ أخٛشا قًٛح انخطأ انًشذكة ػٍ غشٚق انؼلاقح 
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 = √∫[          ]
2

 

 

 

 َلاحظ أٌ 

 = √∫       2     
2 

 

 

= √∫( 2          2   +  2
2   )  

1

0

 

  = √∫       2     ∫         2      + ∫ 2
2     

1

0

1

0

1

0

 

  =             +           =         

ٍ:ــًزيــذ 

=    أٔجذ حذٔدٚح ذقشٚة انًشتؼاخ انصغشٖ يٍ انذسجح انصاَٛح نهراتغ :  ، شى احسة قًٛح [ ,  ]ػهٗ انًجال    

 انخطأ انًشذكة.

  مـــانح

, ]نحذٔدٚح انًطهٕتح يٍ انذسجح انصاَٛح، أ٘ تًلاحظح أٌ ا  ] = =   ٔ أٌ [ ,  ]  ، ذُرج نذُٚا جًهح انًؼادلاخ : 

 0
 0 

∫     

1

−1

+  1
 0 

∫    

1

−1

+  2
 0 

∫ 2   

1

−1

= ∫       

1

−1

 

 0
 0 

∫    

1

−1

+  1
 0 

∫ 2   

1

−1

+  2
 0 

∫ 3   

1

−1

= ∫      

1

−1

 

 0
 0 

∫   2  

1

−1

+  1
 0 

∫ 3   

1

−1

+  2
 0 

∫ 4   

1

−1

= ∫ 2    

1

−1
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 تئٚجاد قٛى انركايلاخ انساتقح، ٔيٍ شى ذؼٕٚعٓا فٙ جًهح انًؼادلاخ انساتقح َجذ أٌ :

  0
 0 

+   1
 0 

+
 

 
 2
 0 

=           0
 0 

+
 

 
 2
 0 

=         

  0
 0 

+
 

 
 1
 0 

+   2
 0 

=         
 

 
 1
 0 

=         

 

 
 0
 0 

+   1
 0 

+
 

 
 2
 0 

=         
 

 
 0
 0 

+
 

 
 2
 0 

=         

 َجذ اٌ ٔتحم جًهح انًؼادلاخ الأخٛشج 

 0
 0 

=           ,  1
 0 

=            ,  2
 0 

=         

 ٔيٍ شى حذٔدٚح ذقشٚة انًشتؼاخ انصغشٖ يٍ انذسجح انصاَٛح نهراتغ انًؼطٗ ْٙ :

 2   =         2 +          +         

 نُٕجذ أخٛشا انخطأ انًشذكة 

 = √∫             
2 

 

 

   = √ ∫       2     
2 

1

−1

 

  = √ ∫ 2        ∫     2      + ∫ 2
2     

1

−1

1

−1

1

−1

 

  =                 +        =         =         
 

 

يلاخ ، ٔتانرانٙ فئٌ انٕسٛهح انرٙ ذًكُُا يٍ ٔجذَا فٙ انصٛغح انًصفٕفٛح تشكهٓا انؼاو فٙ انفقشج انساتقح ػذدا كثٛشا يٍ انركا

جؼم يؼظى ْزِ انركايلاخ أصفاسا ذكًٍ فٙ أٌ َأخز حذٔدٚاخ يرؼايذج تحٛس ٚصثح انجذاء انذاخهٙ نًؼظى انقٛى يسأ نهصفش 

 . ْٔزا يا سُقذيّ فٙ فقشذُا ْزِ.

=      فٙ ْزِ انحانح َفرشض أٌ   ، حٛس: ∅كرقشٚة نهراتغ    
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∅ ∅   = ∑     =  0  0 +  +      

 

  0

 

,  )حٛس َشرشغ أٌ :    ) = (  ,   ) =            . 

  )فٙ انصٛغح انًصفٕفٛح نجًهح انًؼادلاخ ( قطشٚح، ٔٚرى حساب انًؼايلاخ:  ػُذئز ذصثح انًصفٕفح 
 0 

 كًا ٚهٙ : 

  
 0 

=
  ,    

   ,    
   =  , ,    

{
  
 

  
 

(  ,   )  ∫       
2     

 

 

( ,   )  ∫                 

 

 

 

 ٔٚجة حفظ ْزِ انؼلاقح.

 أشٓز انذٔال انًرؼايذجٔٚثٍٛ انجذٔل انرانٙ 

 حاسى انحذٔدي انًجال           

 

   − 
 

 نٕجُذس ] ,  [    

{

 

 
   =  

 

 
     

 

  
    2 −

1
2 

 ذشٛثرشٛف ] ,  [

     +  لاكٛش ] , [  −   

 

 
 

   − 2
 ْشيٛد ] ,  [ 

 انتهت المحاضرة 

–شهناز طاطيش  -لبنً الطىنعذاد:إ عبذ الرحمن البحش 


