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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 الرؤوس المفصليةعنوان المحاضرة :                           : الرابعةالمحاضرة ◄

.سنتعسف أصدقائي في هر المحاضسة عن السؤوس المفصليت والجسوز والبيان الجزوء " سم الله وبالله المستعان........ب
 السؤوس المفصليت .ذو الجزئين " ومبرهنتين 

فصلً إذا وفقط إذا تحقق أنه رأس م  من رؤوس البٌان البسٌط   نقول عن الرأس  الرؤوس المفصلية   

 ما ٌلً :

 (   )   ( ) 

 <<  أكبر من عدد مركبان البٌان     >> عدد مركبات البٌان  أن أي

  ر والجس إذا وفقط إذا تحقق ما ٌلً : جسرا  أنه   البٌان من أضلاع   نقول عن الضلع  

 (   )   ( )    

 الجسر هو عبارة عن ضلع إذا حذفناه نحصل على بٌان غٌر مترابط  بمعنى آخر :

  المعطى بالشكل :   لٌكن لدٌنا البٌان البسٌط : (𝟏) مثال

 

 

 

 

 

 

 المعطى  .  حدد الرؤوس المفصلٌة والجسور فً البٌان البسٌط  المطلوب :

 الحل 

 إلى أكثر من مركبة بحٌث تصبح  م قس  ت    لإٌجاد الرؤوس المفصلٌة علٌنا إٌجاد رؤوس من البٌان 

 نظرية البيان
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 (   )   ( ) 

 مركبتٌن وبالرسم ٌتضح الأمر   عند حذفهم سٌصبح البٌان لأن         الرؤوس المفصلٌة هً 

 

 

 

 

 

 

     (    )   ( ) 

 

 

 

 

 

 

     (    )   ( ) 

 إيجاد الجسوركيفية 

من  لأكثر  م قس  ت  إذا قمنا بحذفها فإنها   علٌنا إٌجاد أضلاع من البٌان   لإٌجاد الجسور فً البٌان 
 . ا  مركبة عندها نقول عن الضلع أنه جسر

 هو جسرا           أن الضلع  فٌه نجد  البٌان البسٌط  كما فً المثال السابق

 

 

 

 

 

𝐺  𝑣  𝐺  𝑣  

𝐺  𝑣  

𝑣  
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 لأن  
     (        )   ( ) 

  المعطى بالشكل :   لٌكن لدٌنا البٌان البسٌط : (𝟐)مثال 

 

 

 

 

 

 

 .أوجد الرؤوس المفصلٌة والجسور  المطلوب :

 الحل

 ثلاث مركبات  البٌان لأننا عندما نحذف سٌصبح    الرأس المفصلً هو  

 

 

 

 

 

 

     (     )   ( ) 

 .المعطى لا ٌوجد أضلاع تمثل جسور لأن جمٌع الأضلاع تقع على الدائرة   ولكن فً البٌان البسٌط 

هو جسرا   إذا وفقط إذا   إن الضلع     بٌان بسٌط ومترابط و  (   )  لٌكن البٌان   نظرية :

 لا ٌقع فً حلقة .  كان الضلع 

 البرهان 

(   ) جسرا  أي   نرٌد برهان أن الضلع   لا تقع على أي حلقة .  إذا وفقط إذا كانت  ( )  
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  تقع على حلقة      أن  جدلا   ولنفرض  جسرا  فً البٌان   لٌكن 

                

 ((  تسبق   و   ٌلً   لا ننسى أن )) 

 بٌان مترابط    علٌنا إثبات أن 
     إن   من البٌان   بعد حذف الضلع  

              وهو     ٌحوي المسار 
     رأسٌن فً البٌان       لنختار 
 مترابط .  و   رأسٌن فً       وبما أن 

 .  ولنرمز له بــ   فً       إذا  ٌوجد مسار 

 ولنميز حالتين :

   ومنه المسار   لا ٌقع فً       (1
     ٌقع فً 

 لدٌنا شكلٌن   ٌقع فً       (2

                أو                 إما 

 عندئذٍ فً الحالة الأولى ٌكون لدٌنا المسار التالً :

                      

  وفً الحالة الثانٌة ٌكون لدٌنا المسار التالً :

                      

(   ) ومنه    ( ) جسرا  فً   مترابط  وهذا تناقض لأن     وهذا ٌعنً أن البٌان    

 لا ٌقع على حلقة   ومنه   

لا     ومنه إن   جسرا  فً   ضلع لا ٌقع على أي حلقة ولنثبت أن      بفرض أن (⟹)  

 مترابط     لكان البٌان     لأننا لو فرضنا جدلا  أنه ٌملك مسار     ٌملك مسار 

 لا ٌقع على أي حلقة حسب الفرض   وهذا تناقض لأن 

(   ) غٌر مترابط إذا      ومنه     لا ٌملك مسار     إذا   ومنه  ( )  

 (   )   جسرا  فً   إذا    
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 البيانات الخاصة

  أنه تام إذا تحقق ما ٌلً :  نقول عن البٌان  (   )  لٌكن لدٌنا البٌان البيان التام :

             (   )    

 أي ٌوجد ضلع بٌن أن عقدتٌن من البٌان )) كل رأسٌن متصلٌن بضلع ((

| |))   هً مرتبة   إذا كان | |(( عندئذٍ        
 (   )

 
   ونرمز للبٌان التام بــ  

| |بحٌث :  | |هً قدرة الرؤوس  و      هً قدرة الأضلاع .   

ملاحظة : ن منتظم .البٌان التام هو بٌا 

 أمثلة 

 ٌمثل رأس واحد " بٌان تافه "     

          بٌان تام فٌه رأسٌن متصلٌن بضلع واحد أي :    

 

 

          بٌان تام فٌه كل رأسٌن متصلٌن أي :    

 

 

 

             بٌان تام فٌه كل رأسٌن متصلٌن أي :    
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 أمثلة 

    

 هو فردي لأنه ٌحوي على ضلع واحد .  المسار الذي مرتبته    

 .   نرمز له بــ   الذي مرتبته   المسار 
 | |  نقول عن المسار أنه فردي أو زوجً حسب عدد أضلاعه 

 أنها فردٌة أو زوجٌة حسب عدد الأضلاع أو العقد إذا كان فردي أو زوجً .   نقول عن الحلقة 

 البيان الجزوء " ثنائي التجزئة "

 بحٌث       إلى مجموعتٌن غٌر خالٌتٌن   أنه بٌان ذو جزئٌٌن إذا أمكن تجزئة    نقول عن البٌان 

                                    

 بحٌث      وإذا كان 

                                أو                                 إما     

  المعطى بالشكل :  لٌكن لدٌنا البٌان التام مثال :

 

 

 

 

 

 

 جزوء ؟  هل البٌان 

 الحل 

 جزوء ٌجب تحقق الشرطٌن :  حتى ٌكون 

                                    

 نختار العقد غٌر المشتركة بالأضلاع .منه و  +        *         +        *    أي

وٌعنً هذا الرمز بأن البٌان تام فٌه مجموعتٌن كل مجموعة ٌوجد فٌها  ،ء إلى جزئٌٌن جُز       ومنه 

 ثلاث رؤوس وكل رأس ٌتصل فٌه ثلاث رؤوس .
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ذو جزئٌٌن ) ثنائً التجزئة ( إذا وفقط إذا   تافه ال كً ٌكون البٌان غٌر الشرط اللازم والكافًنظرية :  

 لا ٌحوي على حلقات فردٌة .  كان 

 البرهان 

 . ٌحوي حلقات زوجٌة   بٌان ذو جزئٌٌن   

 بٌان ذو جزئٌٌن ولنثبت أنه لا ٌحتوي على حلقات فردٌة   لٌكن 

ٌحتوي على   بحٌث تحقق الشروط فً التعرٌف وبفرض       إلى مجموعتٌن   عندئذٍ ٌمكن تجزئة 

 :حلقة ولتكن 

                 

 زوجً .  زوجٌة أي نثبت أن الحلقة  لا ٌحتوي حلقات فردٌة إذا    نرٌد إثبات أن 
 وذلك حسب خاصة الحلقة " نقول عن الحلقة أنها زوجٌة أو فردٌة حسب عدد الأضلاع  "

       وبما أن       ذو جزئٌٌن ومنه   وإن        وبما أن       بفرض 

والفردٌة    ومنه نستطٌع القول أن جمٌع الرؤوس ذات الأدلة الزوجٌة فً       و       فإن

      و       ضلع فإن        ،  وبما أن    فً 

 .  المطلوب (( عدد زوجً وبالتالً الحلقة زوجٌة )) تم  ومنه 

( ثنائً التجزئة   لا ٌحتوي على حلقات فردٌة علٌنا إثبات أن   بفرض أن   ⟹)

 نفرض حالتين :

      مترابط عندئذٍ ٌوجد مسار   بما أن و  رأس من رؤوس    مترابط ولنأخذ  : الحالة الأولى

نحاول تجزئة البٌان إلى مجموعتٌن  لٌس بالضرورة أن ٌكون المسار وحٌد ( )   فً     من أجل كل  

ذو       التً تحقق أن المسار    س وؤوجمٌع الر  هً مجموعة مؤلفة من    نعرف        

        الأقصر طول زوجً عندئذ 

   تقع فً        إذا فرضنا و  فً    و   ٌن ضلع ٌصل الرأس  ونفرض 

 

 

 

 

 

وٌوجد مسار فردي طول المسار الأقصر  ذو      ٌوجد مسار          عندئذ حسب التعرٌف لـ  

 ذو الأقصر طول فردي .      

حلقة فردٌة وبالتالً حصلنا  ٌساوي        الضلع   مسار فردي   و   مسار فردي  بحٌث 
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إذا وفقط إذا كانت الحلقة  كل طرٌق مغلق فردي ٌحوي مسار مغلق فرديوغلق فردي  معلى طرٌق 
 "سوف ٌتم برهانها " فردٌة

 ثنائً التجزئة   وبالتالً لا ٌحتوي على دوائر فردٌة     وهذا تناقض مع الفرض إذا  
   تقع فً       بفرض و

 

 

 

 
 

 حلقة فردٌة وبالتالً حصلنا ٌساوي        الضلع    مسار زوجً  و  مسار زوجً   بحٌث 

       ذو أقصر طول زوجً وٌوجد مسار     ٌوجد مسار       عندئذ  حسب التعرٌف 

 على طرٌق مغلق فردي  اذو الأقصر طول زوجً ومنه حصلن
 سار حلقة فردٌة .وكل طرٌق مغلق فردي ٌحوي مسار مغلق فردي ومنه ٌكون الم

  . مترابط  ثنائٌة التجزئة فً حال   وهذا تناقض وبالتالً 

  غٌر مترابط   :حالة ثانية ال

( )   أي               مركبات   من عدة عندئذ  هو مؤلف    
هو    ومنه كل لا ٌحوي على حلقات فردٌة    فردٌة لأن ن جزئً مترابط ولا ٌحوي على حلقةبٌا   
 .ن ثنائً التجزئة ابٌ

 ثنائً التجزئة حٌث   عندئذ          ولتكن 

                 ⋃   
 
          ⋃   

 
     

 تصحيح رسمة في المحاضرة الثالثة

 

 محمد علي فليون   ∗∗ إعداد : فطوم مرعي انتهت المحاضرة


