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 دكتور المادة: خهيم يحيى ◄

 بوجود احتكاك الحركت المقيدة عنوان المحاضرة :                   انسابعت المحاضرة◄       

 .بسم الله  وبالله  المستعان  ...ننبدأ  زملائي في محاضرتنا انتي سنتناول  حركت نقطت ماديت بوجود احتكاك وأمثهت 

 قطة مادية على منحنيالمعادلات الذاتية لحركة ن

 ة فً هذه الحالة نعتبر أن المنحنً الذي تتحرن علٌه النمطة المادٌ
 محاور مرتبطةنأخذ جملة  وبالتالً من الأسهل أن لا ٌتغٌر مع مرور الزمن

 وتتكون هذه الجملة من ثلاث محاور متعامدة مباشرة بالنمطة نفسها
  تالً :الشكل ال علىمبدؤها من النمطة المتحركة وتؤخذ 

 . ز لشعاع الواحدة على المماس بــ الاتجاه الموجب للحركة، ونرم جِه حسبالمماس مت

 . اظم بــ نرمز لشعاع الواحدة على الن، وسارر المالناظم الأساسً متجه حسب تمع
ز لشعاع الواحدة نرم، و ر المنحنًمعجه إلى خارج جهة تثنائً الناظم الذي ٌت ))ٌتمم هذه المجموعة((

 . اظم بــ ى ثنائً النعل

⃗⃗  وتخضع لموة خارجٌة   نمطة مادٌة كتلتها   لتكن مثال ⃗⃗  ورد فعل  ⃗  :    تتحرن على هذا المنحنً   ⃗ 

⃗⃗       حرٌن الأساسً:وبالتالً حسب لانون الت  ⃗    ⃗⃗  ⃗      ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗   

⃗⃗⃗  :   رعة ٌكون محمولاً على المماسنعلم شعاع الس       ⃗⃗  

 د التسارع من اشتماق متجهة السرعة المحمولة على المماس : نوج

  ⃗⃗  ⃗  
   ⃗⃗⃗  

  
 

  

  
  ⃗⃗   

   ⃗⃗ 

  
  ( ) 

نعلم أن :        
  

  
 

  

  
 
  

  
 
  

  
 

 .  ة الزمنٌر زاوٌة المماس خلال الفترة هً ممدار تغٌ   :  حٌث  

 .  ة هً ممدار تغٌر لوس المسار خلال الفترة الزَمنٌ            

   ونعلم أن    
   ⃗⃗ 

  
   ⃗⃗⃗           

  

  
 

 

 
         

  

  
   

 هو نصف لطر تموس المنحنً   : حٌث 

 1ميكانيك  ال
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 فنجد :  ( )فً  ونعوض العلالات السابمة

  ⃗⃗  ⃗   
   ⃗⃗  ⃗

  
  

  

  
  ⃗⃗  

  

 
  ⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗        

⃗⃗⃗    ⃗⃗  للتسارع مركبتٌن على ملاحظة : ⃗⃗⃗  ومركبته على      معدومة  

⃗⃗    نعوض فً لانون التحرٌن الأساسً      ⃗    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  

  فنجد...                               
  

  
  ⃗⃗   

  

 
  ⃗⃗⃗   

  
  

  
       ( ) 

 (( ٌساوي الصفر   ⃗⃗  ومسمطه على المماس )) مثالًلأن رد الفعل ناظمً      

 لوة مماسٌة موجودة على مماس وتعاكس الحركة    

 
  

 
        ( ) 

         ( ) 

 الزمن مع مرور لا تتغٌرمادٌة على منحنً ثابت ة لحركة نمطة وهً عبارة عن معادلات ذاتٌ

  ( المعادلة الأولى تعطٌنا لانون الحركة لنمطة مادٌة 1نتائج : 

 ( المعادلة الثانٌة تعطً لانون رد الفعل المتعلك بالسرعة2          

 ( المعادلة الثالثة تعطً رد الفعل المتعلك بالموة .3          

 نظريت الطاقت الحركيت للنقطت المقيدة 

ٌة هنالنَ لوى أ خرى غٌر الموى الخارج فٌما إذا اعتبرنا أن دة كنمطة طلٌمةمعالجة النمطة الممٌٌمكن 

 ن نطبك جمٌع نظرٌات التحرٌن التًذلن ٌمكن ا وبناءً على مة على هذه النمطة كموى ردود الأفعالالمطب

 طبمت على حركة نمطة طلٌمة .

 وبالتالً حسب نظرٌة الطالة الحركٌة ٌكون لدٌنا :

 (
   

 
)                                    

 : وبما أن

            
   

  
   

   

  
   

   

  
   

            
   

  
   

   

  
   

   

  
   

 نجد   ⃗⃗ τ  علىسماط بالإ 

⃗⃗⃗ 𝑛  علىسماط بالإ   نجد   

⃗⃗⃗ 𝑏  علىسماط بالإ   نجد   
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(       )   تباط الار معادلتً فإن         (       )  العلالتٌن :ك هذه تحم   

   

  
   

   

  
   

   

  
  

⏟              
         

 
   

  
             

   

  
   

   

  
   

   

  
  

⏟              
         

 
   

  
       

 نجد أن :  ومنه

                        
   

  
                            

   

  
    

 : ة فنحصل علىنعوض فً نظرٌة الطالة الحركٌ

 (
   

 
)          

   

  
      

   

  
    

 دة على منحنً.ادلة نظرٌة الطالة الحركٌة لنمطة ممٌمع وهً

:ن بشكل مباشر فإنزمالارتباط لا ٌتعلك بال أمّا إذا كان
   

  
                

   

  
         

)             فتصبِح  العلالة على الشَّكل التَّالً:
   

 
)       

أي " إذا كان الارتباط لا ٌتعلك بشكل بالزمن بشكل مباشر فإن نظرٌة الطالة الحركٌة تبمى محافظة على 
 الذي نأخذه من أجل النمطة المادٌة الطلٌمة .شكلها 

 <<استنتج علالة الطالة الحركٌة لنمطة طلٌمة انطلالاً من علالة الطالة الحركٌة لنمطة ممٌدة  <<

 قطة مادية بوجود احتكاكحركة ن

عند دراسة حركة نمطة مادٌة على منحنً ثابت بوجود احتكان فإن رد الفعل لن ٌكون ناظمٌاً على 
 بزاوٌة الاحتكان.المنحنً ))أي أن رد الفعل ٌصنع زاوٌة على المستوي الناظمً (( وتسمى 

موجودة فً    خرى ناظمٌة محمولة على المماس وأ   وبذلن ٌكون لرد الفعل مركبة مماسٌة 
 المستوي الناظمً للمنحنً فً تلن النمطة .

         إلى مركبتٌن    وٌمكن تفرق المركبة 

 محمولة على ثنائً الناظم.   على الناظم الأساسً و    حٌث 

  ⃗                 وبالتالً حسب لانون التحرٌن الأساسً 
 ٌكون لدٌنا بالإسماط ... 

  
  

  
         ( ) 

 
  

 
        ( ) 

         ( ) 

ًَ معادلة نظرٌة الطالة الحركٌ ة وه
 لنمطة طلٌمة.

 نجد   ⃗⃗ τ  علىسماط بالإ 

⃗⃗⃗ 𝑛  علىسماط بالإ   نجد   

⃗⃗⃗ 𝑏  علىسماط بالإ   نجد   
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  (( ٌكون رد الفعل ناظمً والمركبة المماسٌة تساوي الصفر.   )) لا ٌوجد احتكانعندما ملاحظة :

 محمولة على المماس وتعاكسه باتجاه الحركة .   ركبة المماسٌة تكون الم وجود الاحتكانأما عند 

 |  |     وتعطى بالمانون ...           

|  |                عامل الاحتكان ، وبالتالً  حٌث :   √  
    

  

       …نجد  ( )من المعادلة
   

 
                  

  (
   

 
   )

 

 

                         …نجد  ( )من المعادلة
    

     

 فنجد...  ( )نعوض بالمعادلة 

{
  
 

  
 

  
  

  
     √(

   

 
   )

 

   
 

   

 
                                             

                                                    

 

    .(2( و )1توي نستخدم المعادلتٌن )إذا كانت الحركة فً المسملاحظة :

مثال :        بحٌث أن تسارعهما معٌن بالعلالة    نمطة مادٌة تتحرن على المحور    

 . ، أكتب المعادلة الزمنية للحركة  فً لحظة البدء من مبدأ الفواصل وسرعتها تساوي    فإذا كانت

 الحل 

                        ( ) 

 (( ومنه :                 من نص المسألة نجد شروط البدء ))    لإٌجاد الثابت 

              

 نجد : ( )بالمعادلة    ة بتعوٌض لٌم

                            

     نجد  (( ومنه        من نص المسألة نجد شروط البدء ))    لإٌجاد الثابت 
 وبالتالً المعادلة الزمنٌة للحركة هً :

            

 

 وهً معادلات الحركة

فً حالة منحنً ثابت 

 خشن )غٌر أملس(و
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 وظائف

عطٍد ٌزي الحلقح ،أ    على سلل دائشي افقً وصف قطشي    حلقح ثقٍلح مرلرٍا ذُجذ المسألت الأولى :  

   فً اذجاي المماس فإرا علمد أن عامل الاحرناك ٌساَي    سشعح اترذائٍح 
 . : ذعٍٍه المسافح الرً ذقطعٍا الحلقح حرى ذرُقف فالمطلُب

 الحل 

 ءلنأخذ مبدأ المٌاس موضع الحلمة لحظة البد. 
  المؤثرة:الموى 

  التً جهتها بعكس اتجاه الحركة.   المماومة 
  ًالوالع فً المستوي النظامً.   رد الفعل الناظم 
  لوة الثمل     

 فً هذه الحالة بإسماط علالة التحرٌن الأساسً نحصل على المعادلات الذاتٌة لحركة الحلمة:

 
  

  
            

  

 
                       

|  |              بما أن :   √  
    

  

      و        لدٌنا من المعادلات الذاتٌة: 
  

 
 

      √
  

  
       

  

 
√        

ومن أجل المسافة التً تمطعها الحلمة حتى تتولف نكتب ،   لطر تموس الدائرة ٌساوي حٌث أن نصف 

 :  الطرف الأٌسر بالاعتماد على المعادلات الذاتٌة بالشكل

 
  

  
  

  

  

  

  
  

  

  

  

  
  

  

  
   

  
  

  
    

  

 
√        

  :  بتمسٌم الطرفٌن على 

  
  

  
  

 

 
√        

 : بفصل المتحولات

∫
   

√       

   

  

  
  

 
∫   
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 :تكامل شهٌر ملاحظة هامة 

 ∫
  

√     
      (

 

 
)      (  √       ) 

𝒙  كلنبدل   𝒗𝟐        𝒂  𝒂𝒈 : من الملاحظت ونطبقها فنجد 

 

  
∫

  

√       
  

 

  
  (  √       ) 

 لذٌىا ٌىا الرنامل محذَد َتما أوً سالة وقلة حذَد الرنامل فرصثح :لنه 

 

  
[  (  √       )]

 

  

 
 

  
  (   √  

      )    (  √       ) 

 خُاص اللُغاسٌرم وجذ : َحسة 

   
 

  
  

  
  √  

      

   √       
 

 : وبالتالً نجد أن المسافة المطلوبة    حظة تولف الحلمة عن الحركة ٌكون لدٌنا وفً ل

   
 

  
  

  
  √  

      

  
 

 

َسشعح ثاترح مقذاسٌا لا   شاقُلٍاً وحُ الأسفل ضمه أوثُب مه مُضُع  ٌرحشك جسم :ت الثانيالمسألت   

ٌَعلق فً الطشف   عىذ   مُجُدج على تعذ مقذاسي  ( )ٌمش على تنشج   ٌشذثظ تٍزا الجسم خٍظ طُلً 

الزي   المسافح ذاتع   الزي ٌرحشك شاقُلٍاً أٌضاً ، أَجذ سشعح َذساسع الثقل   الثاوً للخٍظ الثقل 

 .  ٌقطعٍا الجسم 

 "الله المحاضشاخ القادمح ان شاء  " سٍرم حلٍا فً

 انتهت المحاضرة

 إعداد : محمد علي فليون ** راما جوهر**عبير خزنة كاتبي


