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 هذى شماطدكتور المادة:  ◄

 الفضاءاث عنوان المحاضرة :                      سابعتلالمحاضرة :ا◄                          

 : انًحتوى انعهًي 

 سُقوو بحم تًاريٍ انوظيفت  -1

  سُتعرف عهي يشتقاث اندوال انحقيقيت نعدة يتغيراث  -2

 انتًاريٍ ويبرهُاث بعض  -3

__________________________________________________________________________ 

:الوظيفة تمرينحل   

+(   )*    لتكن       والمعرفة بـ:      

(   )   (   )  
     

     
        

 (   )في   أثبت أنه لا توجد نهاٌة للدالة 

الحل لنأخذ المتتالٌتٌن :: 
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  4تــحـلـيــــل  
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 (
 

 
 
 

 
)     

   
 (
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 أي أن لٌس للدالة نهاٌة .

 مثال : 

 والمعرفة بـ:          لتكن     

(   )   (   )  {

   

     
       (   )  (   )
 

                    (   )  (   )

 

 مستمرة على كل مستقٌم مار من مبدأ الاحداثٌات دون أن تكون مستمرة فً تلك النقطة   برهن أن 

الحل إذا        :      (   )معادلة مستقٌم مار من مبدأ الإحداثٌات  : 

 (     )  
    

       
 

   

(      )
    
   
 (     )     (   ) 

 :نجد أن      نقطة حدٌة . إذن من أجل  (   )حٌث 

 (   )  
  

     
 
 

 
 

    
   
 ( )  

 

 
  (   ) 

 . (   )غٌر مستمرة عند   إذا 

 مشتقاث الذوال الحقيقت التابعت لعذة متغيراث:

 )نقطة حدٌة(     مجموعة مفتوحة ولتكن   حٌث          لتكن 

 فإذا وجدت النهاٌة التالٌة:  (          )  حٌث  

   
   

 (               )   (             )

 
 

 ، ونرمز له بـ عندئذ نقول أن للدالة مشتق جزئً بالنسبة للمتغٌر الأول فً النقطة 

 أو( )    
  

   
( ). 

 وكذلك الأمر إن المشتق الجزئً بالنسبة للمتغٌر الثانً ٌعطى بـالشكل::
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   ( )  
  

   
( )     

   

 (               )   (             )

 
 

 .حتى نصل إلى المشتق الجزئً بالنسبة للمتغٌر الأخٌر و الذي ٌعطى بالشكل :…وهكذا

   ( )  
  

   
( )     

   

 (               )   (             )

 
 

المشتقات الجزئية من المرتبة الأولى. ندعوها   فً النقطة   مشتقاً جزئٌاً للدالة   و بذلك نحصل على 

 : لنفرق دالة المشتقات الجزئٌة  -
  

   
         

                         
  

   
( ) 

 :(       و كل ما سنطبقه ٌنطبق من أجل جمٌع     ولنأخذ )مثلاً 

  

   
         

                         
  

   
( )  ⏟

أو

   ( ) 

 :مشتقه الجزئٌة بالنسبة للمتحول الأول ثم للثانً  ولنحسب

 ) 
 

   
 
  

   
( )  

   

   
 
( )   

    
   

   (               )     (             )

 
 

 ) 
 

   
 
  

   
( )  

   

   
    
( )

    
   

   (               )     (             )

 
 

 

   
 
  

   
 
 

   
     (   )  

       

 

 

 

 

يجب هُا الاَتباِ نترتيب 

انريوز ففي انحانت 

انعايت يوجد فرق بيٍ أٌ 

 𝒙𝟏َشتك أولاً بانُسبت نـ 

و  𝒙𝟐و يٍ ثى بانُسبت نـ 

 بيٍ انعكس
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 :𝒎تعريف المشتقاث الجزئيت الصرفت والمختلطت من المرتبت 

ولتكن المشتقات الجزئٌة الصرفة والمختلطة      مجموعة مفتوحة و  و          لتكن 

 التالٌة:  من المرتبة 

 
 
 

   
  
 
 
 

       
  
 
 
 

        
                  

 
 
 

       
  
 
 
 

   
    

 

 إنّ المشتقات الجزئٌة الصرفة هً التً تحوي اشتقاقاً بالنسبة لمتغٌرٍ واحدٍ فقط:*

 
 
 

   
      
 
 
 

   
  

 أما المشتقات الجزئٌة المختلطة فهً التً تحوي اشتقاقاً بالنسبة الى اكثر من متغٌرٍ واحد مثل:*

 
 
 

       
  
 
 
 

        
                  

 
 
 

       
 

 

مثال: أوجد المشتقات الجزئٌة الصرفة والمختلطة للدالة: 

         

 (   )   (   )       

الحل: ثابتاً(  ونعتبر   بالنسبة لـ اشتقاقاً عادٌاً   نشتق    )عند إٌجاد  

   
  

  
                         

  

  
       

       
                                   

    

    
   

    
                

   

    
        

 هنا المشتقات المختلطة كانت متساوٌة و هذا لا ٌتحقق دوماً و سنرى ذلك فً المثال التالً:

:        مثال

 (   )  {

   

     
       (   )  (   )
 

                    (   )  (   )
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 (   )          (   )           (   )                    (   )   أوجد 

لا بد من استخدام التعرٌف  (   )بما أن الدالة المعطاة ذات فروع فلحساب المشتقات عند النقطة   الحل:

 ٌمكن الاشتقاق مباشرةً : (   )مغاٌرة للـ  (   ))النهاٌة( أما عند كل نقطة 

 نطبق مفهوم النهاٌة (   )  فلحساب 

  (   )     
   

 (     )   (   )

 
     
   

   

 
     
   
    

(   )حٌث  (   )  و لحساب  فٌمكن الاشتقاق مباشرةً:(   ) 

  (   )  
  (     )       

(     ) 
 
       

(     ) 
 

    (   )  {

       

(     ) 
       (   )  (   )
 

                             (   )  (   )

 

   و هو المشتق من المرتبة الأولى بالنسبة لـ 

 و بنفس الأسلوب نجد أن :

  (   )     
   

 (     )   (   )

 
     
   

   

 
    

  (   )  
   (     )      

(     ) 
 
    

(     ) 
 

    (   )  {

    

(     ) 
    (   )  (   )
 

                        (   )  (   )

 

   (   )الآن لنحسب المشتقات المختلطة عند النقطة 

    
   

    
(   )     

   

  (     )    (   )

 
 
   

 
   

    
   

    
(   )     

   

  (     )    (   )

 
 
   

 
   

(   )   نلاحظ أن       (   ). 

:)دوٌ برهاٌ(يبرهُت 

 و لنفرض تحقق الشرطٌن:     مجموعة مفتوحة ولتكن   حٌث           

 . الساحة موجودة على  ( )      ( )     ( )    ( )   (1
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 .Cفً النقطة مستمرة            المشتقات الجزئٌة المختلطة  (2

( )    :                 ٌكون  اهعند     ( ) 

 يبرهُت )تعًيى( :

 مجموعة مفتوحة.  حٌث          لتكن الدالة 

      ولتكن 

    منطقة(موجودة فً ال   فٌها )بما     المشتقات الجزئٌة الصرفة حتى المرتبة  أولاً: إن

 شتقاق(مرتبة الا  )، موجودة ومستمرة عند النقطة   المختلطة حتى المرتبة  الجزئٌة المشتقاتثانٌاً: 

 عملٌات مستقل عن الترتٌب الذي نجري به  عندئذٍ تكون قٌمة أي مشتق جزئً مختلط فً النقطة 

 الاشتقاق.

 انتهت المحاضرة  


