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 ملك ماردينيالمادة:  ة دكتور ◄

 السطوح التكاملية المتعامدةعنوان المحاضرة :   المحاضرة :الرابعة عشر   ◄

  :المحتوى العلمي 

 حل تمارين الوظيفة  -1

 بدأت محاضرتنا مع تمارين عن السطوح التكاملية . -2

 السطوح التكاملية المتعامدة مع مجموعة سطوح معطاة. -3

 قة تمرين عن الفقرة الساب -4
 :اوجد السطوح التكاملية للمعادلات التفاضلية التالية

  𝒚. 𝖟. 𝒑 − 𝒙. 𝖟. 𝒒 = 𝒆𝖟 

 : الحل

ة جزئية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى, نا أمام معادلة تفاضميّ  نلاحظ أنّ
 لإيجاد الحل العام لها نكتب الجممة الممحقة لها: )معادلة لاغرانج غير متجانسة(

  

 .  ⏟
   

=
  

− .  ⏟
   

=
  

  ⏟
   

 

=   بأخذ   نجد:    

  

 .  
=

  

− .  
     

  

 
= −

  

 
   − .   =  .      .     .   =   

 مكاممة يكون:الب

 
  

 
 
  

 
=   

   
   =      =   

 2المعادلات التف اضلية  
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 وهو التكامل الأوّلي الأوّل.
=   والآن بأخذ   نجد:    

  

 .  
=

  

  
 

  

 
=

 .   

  
 

:   من عبارة   نجد أنَّ
  =             =   −       = √  −    

 بالتعويض يكون:
  

√  −   
=

 .   

  
     ∫

  

√  −   
= ∫ .    .   

⏟      
 

 

 بمكاممة الطرفين يكون:

       
 

√  
=       

 حيث لدينا:

 = ∫  ⏟
 

.    .   ⏟  
  

 

 :بالتجزئة  نكامل 
 =                  =    
  =    .      = −    

 =  .  − ∫ .   =   −     ∫   .    
  = −   .  −           = −            

 :   نعوض في 

       
 

√  
= −             

   =       
 

√  
          

 :  نعود فنعوض قيمة 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

 Maths_WhatsApp : 0991921144          Facebook_Page : IOM           F.B Group : Syria math-2nd year 
 

3 

   =       
 

√     
         =   

 الثاني. وهو التكامل الأوّلي
 وبالتالي يكون الحل العام )السطوح التكاممية( هو:

       =            =   

  (             
 

√     
         ) =   

 𝒚 − 𝖟 
𝟐
. 𝒑  𝒙. 𝖟. 𝒒 = 𝒙𝒚 

الحل : 

 نلاحظ أنّنا أمام معادلة تفاضميّة جزئية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى,

 لإيجاد الحل العام لها نكتب الجممة الممحقة لها: غير متجانسة( )معادلة لاغرانج
  

  −    ⏟    
   

=
  

 .  ⏟
   

=
  

 .  ⏟
   

 

=   بأخذ   نجد:    
  

 .  
=

  

 .  
     

  

 
=

  

 
    .   =  .    

 بمكاممة الطرفين يكون:

 
  

 
=

  

 
   

        
 =

  

 
−
  

 
 

   =   −   =   
 وهو التكامل الأوّلي الأوّل.

−   والآن بأخذ     =  نجد:    
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  −   

   −   
=

  

  −    
 

 
−   −   

   −   
=

  

  −    
 −  −   .    −   =  .    

 بمكاممة الطرفين يكون:
  −    

 
 
  

 
=   

  

   −       =   =   
 وهو التكامل الأوّلي الثاني.

 يكون الحل العام )السطوح التكاممية( هو: وبالتالي

      =                =   
     −       −        =   

𝒑. 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙  𝒒. 𝒕𝒂𝒏 𝖟 = 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝖟 

 الحل : 

ة جزئية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى, نا أمام معادلة تفاضميّ  نلاحظ أنّ
 لإيجاد الحل العام لها نكتب الجممة الممحقة لها: )معادلة لاغرانج غير متجانسة(

  

     ⏟  
   

=
  

    ⏟  
   

=
  

     ⏟  
   

 

=   بأخذ   نجد:    
  

    
=

  

     
 

   =
    .   

     
=

    
    

.   

     
=

    

     
.   =     .       .    

  ∫  = −∫ −     .       .    
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  = −
 

 −  
           

   =  −
 

 
       =   

 وهو التكامل الأوّلي الأوّل.
=   والآن بأخذ   نجد:    

  

     
=

  

     
 

 بمكاممة الطرفين يكون:
−    =        

  
                      

 = −    −           
 = −   

   =          =   
 وهو التكامل الأوّلي الثاني.

 وبالتالي يكون الحل العام )السطوح التكاممية( هو:
      =                =   

  ( −
 

 
                  ) =   

 𝑦  𝔷 . 𝑝   𝑥  𝔷 . 𝑞 = 𝑥 − 𝑦 

 الحل : 

نا أمام معادلة  ة جزئية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى,نلاحظ أنّ  تفاضميّ
 لإيجاد الحل العام لها نكتب الجممة الممحقة لها: )معادلة لاغرانج غير متجانسة(

  

     ⏟    
   

=
  

     ⏟    
   

=
  

  −   ⏟    
   

 

−   بأخذ     =  نجد:    
  −   

 −  
=

  

 −  
   −  

   −   

 −  
=

  

 −  
   −   −   =       
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    −      =    
 بمكاممة الطرفين يكون:

   =  −    =   
                                                          

 وهو التكامل الأوّلي الأوّل. 
−   والآن بأخذ     =  نجد:        

  −   

 −  
=

     

   
  −

  −   

 −  
=

     

   
 

   −   

 −  
 
      

   
=   

 بمكاممة الطرفين يكون:
    −            =      

   −        =   =   
 وهو التكامل الأوّلي الثاني.

 وبالتالي يكون الحل العام )السطوح التكاممية( هو:
   −        −         =   

  𝑦 − 𝑥   𝑝  𝑦  𝑧 −  𝑞 𝑥  𝑧 =   

 الحل :

نا أمام  ة جزئية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى,نلاحظ أنّ  معادلة تفاضميّ
 لإيجاد الحل العام لها نكتب الجممة الممحقة لها: )معادلة لاغرانج غير متجانسة(

  

   ⏟  
   

=
  

−     ⏟      
   

=
  

 −  ⏟  
   

 

 
 نجد:            بأخذ 

        

   −        −  
=
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         =   
      =    

 وهو التكامل الأولي الأول.
=       والأن بأخذ          

     

   
=

     

− −  
 

 
      

   
=

−      

   
 

 بمكاممة الطرفين يكون:
       = −            

        =   (
  

   
) =      

    =
  

   
 

   =            

 وبالتالي يكون الحل العام )السطوح التكاممية( هو:
            =   

                      =   
𝑥 . 𝑝  𝑦 . 𝑞 =  𝑥  𝑦 𝔷 

 : الحل

ة جزئية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى, نا أمام معادلة تفاضميّ  نلاحظ أنّ
 لإيجاد الحل العام لها نكتب الجممة الممحقة لها: )معادلة لاغرانج غير متجانسة(

  

  ⏟
   

=
  

  ⏟
   

=
  

      ⏟      
   

 

=   بأخذ   نجد:    
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=

  

  
 

 بمكاممة الطرفين يكون:

 −
 

 
= −

 

 
    

   =
 

 
−
 

 
=   

 وهو التكامل الأوّلي الأوّل.
−   والآن بأخذ     =  نجد:    

  −   

  −   
=

  

      
 

 
   −   

  −        
=

  

      
 

   −   

  −   
=

  

 
 

 بمكاممة الطرفين يكون:
     −   =          

     −   −    =        (
 −  

 
) =      

   =
 −  

 
=   

 وهو التكامل الأوّلي الثاني.
 وبالتالي يكون الحل العام )السطوح التكاممية( هو:

      =                =   
  (

 

 
−
 

 
  
 −  

 
) =   

𝑧   )أوجذ انسطىح انحكامهٍة نهمعادنة :      − 𝑥 − 𝑦)𝑝  𝑞 =   

 الحل:

 نكتب الجملة الملحقة :
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  √ −  −  
=

  

 
=

  

 
 

( نجد : 3( و )2من )
  

 
=

  

 
    =       −   =   

بالمكاملة
⇒     −  =    

 أي )البسط والمقام( ونجمعهم ومنه:   − ب     و    − ب    نضرب 

−  −      

−  − √ −  −  −    
=

−  −      

−√ −  −  
=

  

 
  

= −
   −  −   

√ −  −  
=    

بالمكاملة حٌث أن البسط هو مشتق مضمون الجذر 
⇒                         − √ −  −  

=        = − √ −  −     

 والسطوح التكاملٌة هً :

        =       −   − √ −  −     =   

𝒙𝒚𝟑𝒑  𝒙𝟐𝒛𝟐𝒒 = 𝒚𝟑       والمار بالمنحني𝒚 = 𝒛𝟐         𝒙 = −𝒛𝟐 

 الحل :

=      هً م ت ج خطٌة من المرتبة الأولى حلها العام من الشكل  تكاملان      حٌث   

اولٌان للجملة الملحقة حٌث ان الجملة الملحقة هً : 
  

   = 
   

    
= 

   

   
  

 

                                                          3          2          1 

 نجد ان  3و  1من التكامل الأول :   

  

   
=

  

   
 

  

 
=

  

 
 

=     نكامل :           =  .      =
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  3و  2و  1التكامل الثانً :   ناخد 

  −   

   −    
=

  

  
 

   −   

    −   
=

  

   
 

   −   

  −   
=

  

 
 

−      نكامل :   =           −  =  .      =
   

 
  

  ومنه معادلة السطوح هً :    
 

 
  
   

 
 =    

=   معادلة السطح هً : 
   

 
              =

 

 
. .               

 =                   = −       

 نجد: 4و 3و  2و  1نعوض 

  = −    =
 

 
−
 

 
   =   −       

   فنجد : 5فً  3و  4نعوض 
   

 
= − −   

   

 
  = −  

 تمرين:

 ( :سؤال دورةجد السطح التكاملً للمعادلة التفاضلٌة الجزئٌة التالٌة)أو 

        −         =    −      

=      المعٌنٌن بالمعادلتٌن التالٌتٌن:والمار بالمنحنٌٌن                =   

 الحل: 

 نكتب الجملة الملحقة ومنه : 

  

 
=

  

 
=

  

 
 

  

       
=

  

−       
=

  

    −    
 

 ومنه:  والثانٌة ب    نضرب الأولى ب 

       

       −    −    
=

  

   −     
 
نخرج    عامل مشترك من المقام
⇒                 
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       −   −   
=

  

   −     
 

       

     −    
=

  

   −     
 

       

     −    
= −

  

   −     
 

       

  
= −

  

 
       

=     نعلم أن )#( هً    وبالتالً         
     

  
= −

  

 
 مكاملة:بال 

  |  | = −   | |             .   =   (
 

 
)      

وحسب خواص اللوغارٌتم
⇒             

  =
  
 

  .  .  =    

 ( منهما:3ونطرح )  والثانٌة ب   ( ب 1الآن نضرب النسبة )

       −   

        −          −    −     
=

       −   

 
  

       −   =   
نكامل
⇒ 

  

 
 
  

 
−  =   

 
2ب نضرب الطرفٌن 
⇒           

     −   =          =    
   

 وبالتالً تكون معادلة السطوح التكاملٌة هً :

        =      .  .        −    =   

 ولإٌجاد السطح التكاملً المار بالمنحنٌٌن: لدٌنا أولا 

   =    . .             =   

. ولدٌنا أٌضاا:      .  =                          −   =          

= لنأخذ المعادلت الوسٌطٌة للمنحنً  = وهً            =  (3نعوض فً )  −

  = −   
نعوض المعادلت الوسٌطٌة فً   
⇒                       −  =      =    −   

  = −   −   

 بما ٌساوٌان ومنه:      والآن نعوض كل من 
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−  .  .  −  =      − هًو معادلة السطح المطلوب     

 السطوح التكاملية المتعامدة مع مجموعة سطوح معطاة:

  لنفرض أنه لدٌنا مجموعة من السطوح التابعة لوسٌط ما معطاة بالعلاقة :

𝜑       =         

التكاملٌة للجملة الملحقة ( تكون سطوحاا مولدة بالمنحنٌات 1عندئذ إن السطوح المتعامدة مع هذه السطوح )

     التً هً :

  

 𝜑
  

=
  

 𝜑
  

=
  

 𝜑
  

 
 

 مثال: 

أوجد السطوح المتعامدة مع مجموعة السطوح المولدة بالمنحنٌات التكاملٌة للجملة التفاضلٌة الملحقة 

=             التالٌة:  والمار بالدائرة المعٌنة بالمعادلتٌن :          

       =         =   

 الحل:

 ومن ثم نأخذ الجملة الملحقة:  فً البداٌة سوف نقوم بعزل  

 =
      

    
= 𝜑        

 وبالتالً السطوح المتعامدة لمجموعة السطوح التً نحصل علٌها من الجملة الملحقة التالٌة:

  

 𝜑
  

=
  

 𝜑
  

=
  

 𝜑
  

 
 

 
  
 

    

=
  
 

    

=
  

           −        
       

 

 هنا طبقنا مشتق كسر 
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=
        

 
=

        

 
=

         

              

نقسم على       
⇒           

  

       
=

  

       
=

  

   
  

 

=  ( لدٌنا  2( و)1من النسبتٌن )  ومنه بالمكاملة :   

 =       −  =    

 ومنه:        −والثالثة ب   والثانٌة ب   ( ب 1الآن نضرب )

       −          

                   −     −   −     −   

=
       −        

 
 

وبالتالً
⇒            −   −     =    

بالمكاملة
⇒   

  

 
 
  

 
−   −

  

 
=   

نضرب ب   
⇒           −    −   =     

   =    
 حٌث  

 ومنه السطوح التكاملٌة:

        =      −        −    −    =   

 لإٌجاد معادلة السطح المار بالدائرة :

     =               =    . .     

=  لدٌنا أٌضاا :         −    −  (:3( فً )2(و)1ومنه نعوض)         

  =  −     −    = −  − =      −    −    

     −    −     =   وهً معادلة السطح المطلوبة     

1 2 3 
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حم مسانة انشروط نهمعادلات انحفاضهٍة انجزئٍة باسحخذاو طرٌقة فصم انمحغٍرات: 

ٍة باسحخذاو طرٌقة فصم انمحغٍرات وجحهخص فً حم مسانة انشروط نهمعادلات انحفاضهٍة انجزئٌمكه 

= انبحث عه انذانة انمجهىنة   yفقط وانثاوٍة جحبع ل  xعهى شكم جذاء دانحٍه الأونى جحبع ل        
= فقط أي وبحث عه حم مه انشكم      . عىذئز جححىل انمشحقات انجزئٍة انى مشحقات عادٌة      

 =               =
  

  
=              =

  

  
=              =

   

   =                     

 =
   

   
=                   =

   

  .   
=      

     ونحساب انمشحقات وانحعىٌض فً انمعادنة انحفاضهٍة انجزئٍة وحصم عهى معادنة عادٌة بانىسبة ل 

 ومشحقاجها وبعمهٍة فصم انمحغٍرات وحصم عهى معادنة جفاضهٍة عادٌة مه انشكم :

           =            = او   −     او    

  λارا كاوث مه انمرجبة الأونى ٌكىن انثابث 

     او     −وارا كاوث مه انمرجبة انثاوٍة ٌكىن انثابث 
 

 

 انتهت المحاضرة 

بسمة نصر الله * علا الدالاتي * دعاء الرحيلإعداد:  


