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  ملك مارديني المادة: ةدكتور ◄

 المعادلات التفاضلية الجزئية عنوان المحاضرة :                 المحاضرة :الحادية عشر◄

 :المحتوى العلمي 

 انمعادلات انحفاضهٍة انجزئٍة  -1
 بعض انحعاسٌف نهمعادلات انحفاضهٍة انجزئٍة  -2
 منشأ انمعادلات انحفاضهٍة انجزئٍة -3

 انمعادلات انحفاضهٍة انجزئٍة

 لقد مر معنا سابقاً تعرٌف المشتق الجزئً بالنسبة لمتغٌر ما حٌث كان:

𝜕 

𝜕 
    
    

 (      )   (   )

  
 

  المستقلٌن حٌث أطلقنا علٌه اسم المشتق الجزئً للدالة     تابعة للمتغٌرٌن   حٌث أن الدالة  
  مشتق من المرتبة الأولى كذلك الأمر بالنسبة ل   بالنسبة للمتغٌر 

𝜕 

𝜕 
    
    

 (      )   (   )

  
 

 ثابتة كما أن  وذلك باعتبار   من المرتبة الأولى بالنسبة للمتغٌر   المشتق الجزئً للدالة 

𝜕
 
 

𝜕  
   
𝜕
 
 

𝜕  
 

𝜕
 
 

𝜕    𝜕 
    

𝜕
 
 

𝜕    𝜕 
 

ًمنو ٌأجً جعشٌفنا نهحفاضم انكهً :      بالنسبة ل   المشتق من المرتبة 

(     ) للسطح الكلً ٌعطى تعرٌف التفاضل  -1  :ع لثلاث متغٌرات مستقلة بالعلاقةالتاب   

   
  

  
   

  

  
    

  

  
       

 متغٌر  وٌمكن تعمٌم هذه العلاقة بالنسبة للسطح الذي ٌتعلق ب 

 (               )    

 2معادلات تف اضلية  
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   فإن تفاضله التام هو 
  

   
    

  

   
          

  

   
      

 (   )   بحٌث    لدٌنا حالة خاصة فً حال كان السطح تابع للمتغٌرٌن المستقلٌن  -2

   
𝜕 

𝜕 
   

𝜕 

𝜕 
     

 عندها ٌكون:  ( )        ( )   بحٌث:   تابعان للوسٌط      فً حال كان  -3

  

  
 
𝜕 

𝜕 
 
  

  
 
𝜕 

𝜕 
 
  

  
   

فقط فٌكون تفاضلها تام ولٌس جزئً أما   تتبع ل   لأن   التام بالنسبة ل   حٌث أخذنا تفاضل 

 تابعة لمتغٌرٌن فعندها نأخذ مشتق جزئً وهذا ما سنجده فً الحالة التالٌة  فً حال كانت 

 فإن: (     )          (     )   وكانت  (   )   إذا كانت   -4

𝜕 

𝜕  
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕  
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕  
     

𝜕 

𝜕  
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕  
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕  
 

(   ) فً حال كانت   -5  عندئذ:  تابعة ل   دالة ضمنٌة وكانت     

  

  
  

  
  
  

  
 

 

   
𝜕 

𝜕 
   

𝜕 

𝜕 
      (   )    

𝜕 

𝜕 
    

𝜕 

𝜕 
  

 نقسم على   
⇒      

  

  
  

𝜕 
𝜕 
𝜕 
𝜕 

 

(     ) إذا كانت   -6  عندها : (   )   وكانت     

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 
𝜕 
𝜕 
𝜕 
    

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 
𝜕 
𝜕 
𝜕 

 

   لدٌنا  
  

  
   

  

  
   

  

  
 حٌث    

 𝐹طٌب ومن وٌن جبناه....؟؟؟   حسب التفاضل التام للسطح  

 من وٌن جبناه....؟؟؟
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   ومنه    تابع ل     (   )     
  

  
   

  

  
   

⇐فً مفاضلة     بتعوٌض       
  

  
   

  

  
   

  

  
*
  

  
   

  

  
  +    

 عامل مشترك نجد:       بإخراج 

   (
  

  
 
  

  
 
  

  
)    (

  

  
 
  

  
 
  

  
)      

 

بالمطابقة بٌن الطرفٌن فإن   
  

  
 
  

  
 
  

  
   

  

  
  

  
  
  

  
 

وكذلك 
  

  
 
  

  
 
  

  
   

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 
𝜕 
𝜕 

𝜕 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=0 =0 

 :انحعاسٌف بعض

كل معادلة تفاضلٌة تحتوي على مشتق جزئً  نسمً انمعادنة انحفاضهٍة انجزئٍة:-1

 (م.ت.ج)واحد على الأقل بمعادلة تفاضلٌة جزئٌة ونرمز لها ب 

أنها حلاً للمعادلة التفاضلٌة الجزئٌة إذا حصلنا على  𝑢(𝑥 𝑦)نقول عن الدالة  -2
 مطابقة للطرفٌن وذلك بعد التعوٌض فً المعادلة التفاضلٌة

ة الاختٌارٌة هو مجموعة من الدوال المستقل انحم انحاو كما دسسنا جعشٌفو سابقاً :-3

 (وعددها ٌساوي رتبة المعادلة )عدد متغٌرات الدالة( 𝑐)لأننا نختار قٌمة للثابت 

 هو الحل الذي ٌنتج عن الحل العام وذلك بإعطاء الثابت قٌمة عددٌة. انحم انخاص: -4  

 ٌنتج من الحل العام بإعطاء الثوابت قٌمة عددٌة. هو الحل الذي لا انحم انشار: -5
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 منشأ المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة :

إن معظم المعادلات التفاضلٌة الجزئٌة التً مرت معنا هً عبارة عن معادلة جبرٌة لكنها تحوي 
على عدد من الوسطاء وبحذف هذه الوسطاء نحصل على المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة وهذه 

 ثوابت كيفية أو دوال كيفية.الوسطاء إما أن تكون 

 أًلاً: فً حال كانث انٌسطاء ثٌابث كٍفٍة :

 قد تكون العلاقة الجبرٌة تحوي على ثابت اختٌاري واحد فقط فتكون من الشكل  -1

 (        )  عندئذ نحذف الثابت باتباع الخطوات التالٌة:   

(       )  ( حٌث : 1فنحصل على المعادلة رقم )  نشتق بالنسبة ل  -2      
  

  
 

(       )   ( حٌث:2فنحصل على المعادلة رقم )  نشتق بالنسبة ل  -3      
  

  
 

 ( نقوم بحذف الثابت وفً المثال ٌتضح المقال:2( و )1من المعادلتٌن )

 أوجد المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة من المعادلة الجبرٌة التالٌة:
      

  نوجد المشتق بالنسبة ل  (الثابت     )عبارة عن علاقة تربط بٌن   نلاحظ أن 

𝜕 

𝜕 
        

 

 
   ( ) 

𝑟  
𝜕 𝑧

𝜕𝑥 
     𝑡  

𝜕 𝑧

𝜕𝑦 
    𝑆

 
 
 

 
 𝜕 𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕 𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥

 

 كاملً للمعادلة إن كل حل للمعادلة التفاضلٌة ٌمثل سطحاً ندعوه بالسطح الت ملاحظة :

𝑧لٌكن لدٌنا الدالة    𝑧(𝑥 𝑦)   حٌث𝐺(𝑥 𝑦 𝑧 𝑝 𝑞) شكل المعادلة    

𝑝التفاضلٌة الجزئٌة من المرتبة الأولى وإن    
𝜕𝑧

𝜕𝑥
     𝑞  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
وإن  

𝐺(𝑥 𝑦 𝑧 𝑝 𝑞 𝑟 𝑆𝑡) :معادلة تفاضلٌة جزئٌة من المرتبة الثانٌة بحٌث 
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   نوجد المشتق بالنسبة ل 

𝜕 

𝜕 
        

 

 
   ( ) 

(   نجد :  2( و)1بالمساواة بٌن )
 

 
 
 

 
       

 وهً المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة المطلوبة .......

   (           ) فً ىزه ثابحٍن اخحٍاسٌٍنثانٍا: فً حال انعلاقة انجبشٌة جحٌي عهى    

انحانة : 

(       )   ومنه :    نشتق العلاقة بالنسبة ل  -1      ( ) 

(       )  ومنه   نشتق بالنسبة ل  -2      ( )  
 ( وتعوٌضها فً المعادلة الأصلٌة .2( و)1ثم نقوم بعزل الثوابت من )  -3

  مثال:

(    )أوجد المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة  
  (    )

       
 الحل:

 نلاحظ وجود ثابتٌن وبالتالً نتبع الخطوات السابقة :

   نشتق بالنسبة ل 

 (    )           (   )      
𝜕 

𝜕 
 (    )      

  لنوجد المشتق بالنسبة ل 

 (    )        (    )      

 فً المعادلة الأصلٌة ومنه :نعوض المشتقات 

(   )  (   )                     
باخراج   عامل مشترك
⇒            

  (       )  وهً المعادلة التفاضلٌة المرجوة   

(              ) فً حال كانت العلاقة تحوي على ثلاث ثوابت اختٌارٌة     

(       )      بالنسبة ل    نشتق     
(       )     بالنسبة ل   نشتق      
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أي نوجد      بالنسبة ل    ثم نشتق  
 
 
 

   
  
   

    
  

    بالنسبة ل    وكذلك نشتق 

                أوجد المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة من المعادلة الجبرٌة التالٌة:  مثال :

 انحم:

             ومنه    نشتق بالنسبة ل  -1
  

  
 

            ومنه    نشتق بالنسبة ل  -2
  

  
  

        ومنه :    بالنسبة ل    نشتق  -3
   

   
     

       ومنه :     بالنسبة ل    نشتق  -4
   

    
 

           ومنه :      بالنسبة ل   نشتق  -5
   

   
 

        ومنه :    بالنسبة ل    نشتق  -6
   

    
 

 وهً المعادلة المطلوبة........

 انخلاصة من أًلاً:       

إذا كان عدد الثوابت الاختٌارٌة ٌساوي عدد المتغٌرات المستقلة فإننا نحصل على معادلة  -1
 تفاضلٌة جزئٌة تقبل المعادلة الجبرٌة حلاً لها. 

الاختٌارٌة ٌزٌد أو ٌقل عن عدد المتغٌرات المستقلة فإننا نحصل على إذا كان عدد الثوابت  -2
 معادلات تفاضلٌة جزئٌة تقبل المعادلة الجبرٌة حلاً لها.

 انتهت المحاضرة   

 ٌحذخ عبثاً.. داخم كم قذس سشّ.. ٌميذ انطشٌق نقذس آخش.. لاشًء

بسمة نصر الله *علا الدالاتي*دعاء الرحيلإعداد:  

♥  تنسيق: ولاء الأخضر


