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 هدى شماطدكتور المادة:  ◄

 الفضاءات عنوان المحاضرة :                               عشر الرابعةالمحاضرة :◄                          

 سنتعرف في هذه المحاضرة علي :

 مبرهنت القيمت القصوى لمتغيرين ولثلاث متغيراث  -1

 بعض الأمثلت والتمرين -2

__________________________________________________________________________ 

 مبرهنة القيمة القصوى النسبية للدالة في متغيرين :

 : بحٌث            لتكن

  فً مستمرة موجودة و                           التالٌة  رجة و  المشتقات الجزئٌةنقطة ح       

          و 

 و لنعرف المحدد :

      |
      
      

| 

 نمٌز حالات :

 . نسبٌة صغرى              ,         .1
 . نسبٌة عظمى                ,        .2
 .قصوى لٌست         .3
 . تعرٌف الجوارات إلى نلجأ فشل  حالة      .4

 : ثلاث متغيرات مبرهنة القيمة القصوى النسبية للدالة في 

           لتكن 

المشتقات الجزئٌة التالٌة نقطة حرجة و     

      و   موجودة ومستمرة فً                                                     

    

  4تــحـلـيــــل  
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 : و لنعرف المحددٌن

      |
      
      

| 

      |

         
         
         

| 

                                                   مٌز أن:ن

 1-               c  صغرى نسبٌة . 

2-                           c أن تكون أول)لأنها متناوبة وشرط . عظمى نسبٌة  
 سالبة(

  :مثال
             لتكن

              :     بحٌث
 أوجد النقاط الحرجة وادرس فٌما إذا كانت القٌمة القصوى نسبة ؟

لنأخذ المشتقات الجزئٌة من المرتبة الأولى     الحل :

                          
                         

 .حرجة (نقطة0,0إذاً )

                                   
                                     

                    
  |

  
  

|    
فنلجأ إلى التعريف :  المحددفشل 

          وذ لك                          إن

 صغرى نسبٌة بل أكثر من ذلك .. هً صغرى مطلقة .         

 مثال:

             لتكن

                          
ٌّن فٌما إذا كانت هذه النقاط هً نقاط قٌم قصوى نسبٌة.  أوجد النقاط الحرجة للدالة   وب

 الحل:
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  بالتالً )و بالحل المشترك( النقطة الحرجة الوحٌدة هً: 
 

 
  

 

 
    

 لنوجد المشتقات الجزئٌة :

                                    

                                

                             =            
                        

                ,           |
   
   

|      

   |
    
    
   

|      

   
 

 
  

 

 
 صغرى نسبٌة     

 مثال : )هام( 

             لتكن

                     

 . نقطة حرجة لـ       أثبت أن  (1

 .     على أي مستقٌم مار من   هً نقطة قٌمة قصوى نسبٌة لمقصور       برهن أن  (2

         فهنالك نقاط ٌكون فٌها      للنقطة  (       ) أٌاً كان الجوار  أثبت أنه (3

         ونقاط ٌكون فٌها 

الحل:  

 الطلب الأول:◄

                             
                                         
          
                              

          

 . نقطة حرجة لـ       ومنه 
 الطلب الثاني :◄

 )مستقٌماً ماراً من المبدأ(     لنفرض أن  
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 مار من المبدأ.     على أي مستقٌم   هً صغرى نسبٌة بالنسبة لمقصور       ومنه 
 الطلب الثالث:◄

(  
 

 
)  لنأخذ النقطة (       )  

 (  
 

 
)  

  

 
          

(
 

√ 
 
  

 
)  لنأخذ نقطة أخرى (       )  

δ
 

 
 
  

 
   (

 

 
 
  

 
)     

 
 

 
 
  

 
   

  

 
   

 

 
 

 

 
    

 

 
   √

 

 
  

√        )  ومنه 
 

 
) 

 (
 

√ 
 
  

 
)           

 . لٌست قصوى للدالة       ومنه 

 :تمرين 

                                        لتكن لدٌنا الدالتان الحقٌقٌتان 

                       

                       

 .   نقطة حرجة لكل من        أثبت أن (1

 .   لكل من       فً النقطة      أثبت أن (2

 . ولٌست قصوى نسبٌة لـ   نقطة قصوى نسبٌة لـ       برهن أن  (3

 الحل:

                                             

                                              

                                          

لقد اخترنا النقطة  ملاحظة:

 
𝛿

√ 
 
𝛿2

 
  𝑁(      𝛿)  

لأننا نبحث عن نقطة فً جوار 

الصفر صورتها أصغر من الصفر 

 حٌث لو أخذنا النقطة 
𝛿

√ 
 
𝛿2

 
  

لكانت صورتها أكبر من الصفر 

 وهذا لٌس ما نبحث عنه .
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 المحدّد:. لنحسب     ( نقطة حرجة لـ0,0ومنه )

                                      

                                           

                                           

     |
   
   

|  ٌفشل        

     |
   
   

|  ٌفشل        

                ⏟        
مطالبقة

       

                                     
                             

 صغرى نسبٌة بل أكثر من ذلك فهً مطلقة.      ومنه 

 سنستخدم التعرٌف:   بالنسبة لـ

(
 

 
 
 

 
)     نأخذ النقطة (       )  

 (
 

 
 
 

 
)  

  

 
 
   

 
 
  

 
 

  

  
 

  

  
  

  

 
          

  (
 

 
 
 

 
)         

(
 

 
  )     نأخذ النقطة (       )  

 (
 

 
  )  

  

 
 

  

  
 

  

 
(  

  

 
)    

)سنوجد أنه هنالك  نرٌد إثبات أنها لٌست قصوى نسبٌة لذلك أخذنا صورة النقطة الثانٌة أكبر من الصفر

 تجعلها موجبة(  قٌم لـ 

ومنه بما أن 
δ
2

 
فلكً تكون    

 2

 
   

 2

 
  ٌجب أن ٌكون     

 2

 
   

 
δ
2

 
            

   (
 

 
  )               

 . لٌست قصوى لـ       وبالتالً 

    انتهت المحاضرة


