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 محمد الشيخالمادة:  دكتورة ◄

 المنحني الأملس عنوان المحاضرة: ◄                            الثانية عشرة :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 أمثلة عن المنحني الأملس .-1

 .المنحني الأملس قطيعاً  -2

 

 أمثلة عن المنحني الأملس . 

 أملس . ئرة ممسوحة مرة واحدة ))بالاتجاهين(( هي منحن  أي دا( 1

 :ثباتالإ

𝛿(𝑡)إن  = 𝑎 + 𝑟𝑒𝑖𝑡       ∶    0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋      للدائرة  ممثل وسيطي𝐶+(𝑎, 𝑟) : 

𝛿′(𝑡) كما أن [0,2𝜋]( قابل للاشتقاق على 1 = 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡  مستمر على مجال[0,2𝜋] . 

2 )∀𝑡 ∈ [0,2𝜋]       ∶     𝛿′(𝑡) = 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡 ≠ 0  

|𝛿′(𝑡)|    ن لأ = 𝑟 > 0 

3 )𝛿  0,2]متباين على مجال𝜋[  لان𝑒𝑖𝑡1 = 𝑒𝑖𝑡2 ⟺ 𝛿(𝑡1) = 𝛿(𝑡2) 

⟺ 𝑡1 = 𝑡2 + 2𝜋𝑘   ∶    𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,2𝜋[ 

,𝑡1وبما أن  𝑡2 ∈ [0,2𝜋[   𝑡1 = 𝑡2     ⟺     

𝛿′(0)ثم أن    = 𝛿′(2𝜋) لان 

𝛿′(0) = 𝑖𝑟𝑒𝑖0 = 𝑖𝑟 

  2التحليل العقدي  
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𝛿′(2𝜋) = 𝑖𝑟𝑒𝑖2𝜋 = 𝑖𝑟 

,𝐶+(𝑎النتيجة فإن ب 𝑟) نه حقق الشروط الثلاثة بنفس الأسلوب نستطيع اثبات ان هو منحني أملس لأ

𝐶−(𝑎, 𝑟) . هو منحني أملس 

 س .غير أمل الممسوحة أكثر من مرة هو منحن  دائرة ال( 2

 ثبات :الإ

التالي هو و ب ستكون غير بسيطة نه عندما يمر المنحني من نقطة غير محقق وذلك لأ 3شرط ال نوذلك لأ

 غير أملس .

 أملس . (أي قطعة مستقيمة موجهة هي منحن  3

 ثبات الإ

,𝑧2لنفرض أن  𝑧1  الوسيطي لهذه القطعة المستقيمة على الترتيب و عندها يكون التمثيل  هي بداية ونهاية

 القطعة :

𝛿(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2 

 ((ط الثلاثة السابقة ))تترك للقارئبقي من السهل التحقق من الشرو

 أن تعلم ما يلي :جب ي

 متحولتابع عقدي لتخيلي ( لالو أحقيقي الجزئين ) الن تباين أحد إ -

 حقيقي يعني تباين التابع العقدي على ذلك المجال أي أن 
 

𝛿(𝑡1) = 𝛿(𝑡2) ⟸ {

𝑥1(𝑡1) = 𝑥2(𝑡2)

أو

𝑦1(𝑡1) = 𝑦2(𝑡2)

 

cos(𝑡)كن العكس غير صحيح والمثال على ذلك إن ل + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑡)  المجال هو تابع متباين على[0,2𝜋] 

, cos(𝑡)لكن كل من  𝑠𝑖𝑛(𝑡)  غير متباين على ذلك المجال. 

 

 

أي تابع  ملاحظة :

حقيقي لمتحول حقيقي 

))متزايد تماماً  مطرد

او متناقص تماماً(( 

يكون متباين والعكس 

غير صحيح 

بالضرورة
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4 )𝛿(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡2 . هو منحني أملس 

 الاثبات 

𝑥نه لو أخذنا الوسيط هو عبارة عن قطع مكافئ لأ = 𝑡    ,   𝑦 = 𝑡2  فيصبح لدينا𝑦 = 𝑥2 

 منحني أملس .ومنه يكون ال هنا والتحقق من الشروط الثلاثة سهل

 غير أملس .منحن  ( أي مثلث أو مربع أو مستطيل هو 5

 الاثبات 

 عند كل رأس 𝛿′(𝑡)وذلك لعدم قابلية الاشتقاق عند الروؤس أي عدم وجود بسبب اختلال الشرط الأول 

 لمنحني الأملس قطيعاً ا

الملساء المتتالية أي اذا  تمن المنحنيا مجموعاً لعدد منته   𝛤ذا كان إأنه أملس قطعياً  𝛤نقول عن منحني 

 كان 

𝛤 = 𝛤1⨁𝛤2⨁ … … . ⨁𝛤𝑛 

𝛤𝑖حيث      ∶      𝑖 = 1, , , , , , 𝑛 

 كل منحني أملس هو أملس قطعياً ولكن العكس غير صحيح بالضرورة .

 : ةلمثأ

 المثلث هو أملس قطعياً وهو غير أملس .  -

أملس  منحنياً  ومجموعها تصبحورة الثانية ما الدأة مرتين أول دورة هي منحني أملس الدائرة الممسوح -

 .قطعياً 

 نقول عن تابع عقدي :  تعريف :

𝛿 ∶   [𝑎, 𝑏] → ℂ 

 ذات تغير محدود . 𝛿ذا كان إ طريقنه إاس (( أو )) قابل للقي نه مقيسإ

 نه طريق اذا كان نقطة أو أحد تمثيلات طريقاً ونعرف طوله إ 𝛤قول عن المنحني ن -
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𝐿(𝛤) = 𝐿(𝛿) 

 

  ـعين المنحنيات الممثلة بتمارين : 

𝛿1(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡   ∶     0 < 𝑡 ≤ 1 

𝑥 = 𝑡     ,   𝑦 = 𝑡 

𝑥أي  = 𝑦  الى  0نها هي قطعة مستقيمة ممسوحة مرة واحدة من أأي ,  لربع الأولانه حامل منصف أأي

1 + 𝑖  . 

 

 

𝛿2(𝑡) = (1 − 2𝑡) + 𝑖(1 − 2𝑡)   ∶     0 ≤ 𝑡 ≤
1

2
 

الثالث فهو قطعة الأول و لربع افهو يمثل منحني حامله منصف يلي نلاحظ أن القسم حقيقي يساوي التخ

1مستقيمة ممسوحة مرة واحدة من  + 𝑖  0الى . 

 

 

𝛿3(𝑡) = tan (𝑡) + 𝑖𝑡𝑎𝑛(𝑡)    ∶     0 < 𝑡 ≤ 1 

 الحقيقي يساوي التخيلي فإن المنحني هو قطعة مستقيمة ممسوحة مرة واحدة من نلاحظ أن القسم 

tan(0) = tanالى   0 (
𝜋

4
) + 𝑖𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

4
) = 1 + 𝑖 

 منحني أملس و  𝛤اذا كانت  مبرهنة :

𝛿 ∶   [𝑎, 𝑏] → ℂ 

 : قطعياً  𝛤يحقق شروط المنحني الأملس ( عندها يكون الذي )  𝛤 ـتمثيل ل

𝐿(𝛤) = 𝐿(𝛿) = ∫ |𝛿′(𝑡)| 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 ))والعكس غير صحيح بالضرورة ((    طريق  𝛤 ⟸أملس  𝛤 ملاحظة :
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 ع العقدي على منحني عقدي التابكامل ت

𝐴تابع عقدي معرف على مجموعة مفتوحة  𝑓ليكن  ⊆ ℂ  و𝛤  طريقاً في𝐴  بحيث يكون𝑓  محدوداً على

𝐴       أي أن|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀    ∶    ∀𝑧 ∈  𝛤 
 وليكن 

𝛿 ∶   [𝑎, 𝑏] → ℂ 

  ⟺ 𝛿لنسبة ل ب اكمول  𝛤 ⟺ 𝑓𝑜𝛿كمول ) قابل للمكاملة ( على  𝑓عندئذ  𝛤 ـتمثيلاً وسيطياً ل

 

∫ 𝑓
 

𝛤

= ∫ 𝑓
 

𝛿

= ∫ 𝑓𝑜𝛿
 

𝛿

 

 حالة خاصة : 

 وإن :  𝛤كمول على  𝑓فإن  𝛤وكان  𝐴مستمراً على  𝑓ذا كان إ

∫ 𝑓 = ∫ 𝑓 (𝛿(𝑡))𝛿′(𝑡) 𝑑𝑡 

,𝑎]على مستمر قطعياً  𝑓طريق أملس قطعياً و  𝛤جل أيمكن التعميم من  - 𝑏] 
,𝑎]قطعياً على  نمستمرا 𝑓𝑜𝛿ي والتخيلي ل هذا يكافئ أن الجزئين الحقيق 𝑏]  

ذا كان له عدد غير منتهي من نقاط إقي على مجال مغلق قدي بمتحول حقيستمرار قطعياً لتابع العالا

 الانقطاع من النوع الأول فإن كان 

𝛤 = 𝛤1⨁𝛤2⨁ … … . ⨁𝛤𝑛 

𝛤𝑖  أملس و𝑓  مستمر على𝛤𝑖  لاجل كل𝑖 = 1, , , , , , 𝑛 دئذ عن 

∫ 𝑓
 

𝛤

= ∫ 𝑓
 

𝛤1

+ ∫ 𝑓
 

𝛤2

+ ∫ 𝑓
 

𝛤3

+, , , , , , , , + ∫ 𝑓
 

𝛤𝑛

 

 مثال : 

∫
sin 𝑥

𝑥

1

0

𝑑𝑥 

 وهو معتل بسبب وجود الصفر    :  
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lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1 

𝑓(𝑧)هل التابع  تمرين : =
1

𝑧
 ى هذا الدائرة :كمول على دائرة الواحدة وذا كان كذلك احسب تكامله عل 

 الحل :

 موجب ((التجاه الدوران فإنه ممسوح دورة واحدة وب))بما أنه لم يذكر عدد مرات المسح أو اتجاه ال

 على  كمول ℂ∗ ⇐ 𝑓ملس في أمنحني  𝐶+(0,1)وإن  ∗ℂمستمر على  𝑓إن 

𝛿(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡    ∶    0 ≤ 𝑡 

 ب التالي فإن  𝐶+(0,1)هو تمثيل ممسوح به ل 

∫
1

𝑧

 

𝐶+(0,1)

𝑑𝑧 = ∫
1

𝛿(𝑡)
𝛿′(𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

= ∫
1

𝑒𝑖𝑡

2𝜋

0

𝑖𝑒𝑖𝑡 𝑑𝑡 = [𝑖𝑡]0
2𝜋 = 2𝜋𝑖 

 

 انتهت المحاضرة 

   نذير تيناوي –التوت  أبواحمد  – منى شغل إعداد:


