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 نايف الطلي دكتور المادة:  ◄ 

  تكامل استيلجس:شنوان المحاضرة     والثانية شرر اد  شررالحالمحاضرة  :◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة : المحتوى العلمي : 

 مجموع استيلجس .1

 تكامل استيلجستعريف  .2

 شروط وجود تكامل استيلجس .3

 خواص تكامل استيلجس .4

 حساب تكامل استيلجس  .5

 تذكرة بتكامل ريمان:

  ( ) ∫  ( )    

 

 

          
    

∑  (  )    

 

   

        
     

     

 نقصد هنا تكامل ريمان كمان هو موضح أعلى و ليس قيمة عددية ( )عند كتابة 

 نقصد فيه تكامل استيلجس  ( )وعند كاتبة  

 )من خلال المفهوم نأخذ المجموع و التعريف(استيلجس مفهوم تكامل 

      ل المجال   نأخذ تجزئة ما       دالتين معرفتين و محدودتين على المجال     اذا كانت 

                      بالشكل 

(     ) من ثمة نأخذ المجموع   ∑  (  )    
 
                    

(  )        حيث    (    ) 

 ( بالنسبة ل   ()  وفق   )  على   مجموع استيلجس للدالة  (     ) ندعو 

 الدوال التي نتعامل معها حقيقية لا نتعامل مع العقدية 5ملاحظة: في التحليل 

 تكامل استيلجس:

 5تحليل  
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 بحيث يحقق    إذا وجد       على المجال   انه قابل للمكاملة بالنسبة ل  نقول عن 

     
    

∑  (  )    

 

   

           
     

     

(  )        حيث                  و (    )  

 و يرمز له       على المجال   بالنسبة ل   هذا المجموع يسمى تكامل استيلجس للدالة 

  ( ) ∫     

 

 

 

 و هذا التعريف تعميم لتكامل ريمان و ستوضح الملاحظات التالية:

( ) إذا أخذنا  -1  عندها يصبح تكامل استيلجس من الشكل :   

∫  ( )   

 

 

    
    

 (     )     
    

∑  (  ) (       )

 

   

    
    

 (     )  ∫ ( )  

 

 

 

(  )     و                   حيث        و  (    )  

( ) و هكذا نحصل على تكامل ريمان عندما تكون الدالة   من تكامل استيلجس   

( ) لنأخذ  -2  ثابتة ايضا و منه  يكون   دالة ثابتة ولكن ليس بالضرورة أن تكون   أي أن    

     
    

∑  (  )    

 

   

    
    

∑      

 

   

    
    

∑  (  )   (    )

 

   

 

     
    

  (  )   (  )   (  )   (  )     (  )   (    )   

     
    

  ( )   ( )   ( )   ( )     (  )   ( )            (  )

  ( ) 

∫أي أن      
 

 
  ( ) ( ) فإذا كانت   ( )   ∫يكون         

 

 
 )ريمان(     

 )ابسيلن(: 𝝐تعريف تكامل استيلجس بالنسبة ل 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0997378154             Facebook_Page : IOM               F.B Group :Syria math_3 rd year  
 

3 

 بحيث     اذا وجد       على المجال   أنها قابلة للمكاملة بالنسبة ل   نقول عن 

              | (     )   |    

 شروط وجود تكامل استيلجس:

فإن الشرط الازم و الكافي ليكون تكامل استيلجس       متزايدة على المجال  ( ) إذا كانت الدالة  -1

(   )       موجودا هو أن يتحقق الشرط       

      تجزئة للمجال   و                 حيث 

(     ) حيث   ∑   ( )    
 
              ( )      ( )            

(     ) حيث   ∑   ( )               ( )      ( )           
 
    

فإن تكامل      دالة مستمرة على  ( ) و كانت       على دالة متزايدة  ( ) اذا كانت  -2

  على   استيلجس يكون موجودا للدالة 

نفس  دالة مستمرة على ( ) و كانت       دالة ذات تغير محدود على المجال  ( ) اذا كانت  -3

 كان تكامل استيلجس موجودا       المجال 

فإن       مستمرا على   و كان       دالة تحقق شرط ليبشتز على المجال  ( ) اذا كانت  -4

 تكامل استيلجس موجود

و كمول       موجودة و محدودا على المجال    و كانت       مستمرة على المجال   اذا كانت  -5

 على نفس المجال  فإن تكامل استيلجس يكون موجود و معينا بالعلاقة:

( ) ∫ ( )    

 

 

 ( ) ∫          

 

 

 

 خواص تكامل استيلجس:

1) ∫      
 

 
  ( )   ( ) 

2) ( ) ∫ (  ( )    ( ))   
 

 
 ∫   ( )  

 

 
 ∫   ( )   

 

 
 

3) ( ) ∫   ( ) (  )
 

 
   ∫  ( )   

 

 
         

4) ∫  ( )     ( )    ( ) 
 

 
 ∫  ( )   

 

 
 ∫  ( )   
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∫دالة متزايدة و كان  ( ) إذا كانت  (5     
 

 
∫موجودة  و        

 

 
 موجودة و  

  ( )   ( )            ∫    

 

 

  ∫    

 

 

 

∫و كان       دالة متزايدة على المجال   اذا كانت  (6      
 

 
 موجودا فإن   

1- ∫ | ( )|  
 

 
 يكون موجودا 

2- ∫      
 

 
 يكون موجودا 

3-|∫  ( )    
 

 
|  ∫ | ( )|   

 

 
 

∫و كان التكامل       متزايدة على  ( ) اذا كانت الدالة  (7     
 

 
 موجودا فإن التكاملين   

∫     

 

 

∫       و             

 

 

              

 موجودين و يحققان ما يلي 

∫       

 

 

  ∫      

 

 

  ∫     

 

 

 

∫في تكامل استيلجس إذا كان      
 

 
∫و       

 

 
موجودين فإنه ليس بالضرورة أن يكون   

∫     
 

 
∫موجودا أما في تكامل ريمان إذا كان          

 

 
  ∫      

 

 
موجودين فإن  

∫       
 

 
 يكون موجود و بالعكس. 

 الخاصة توضح لنا متى يكون عكس الخاصة السابعة صحيح في تكامل استيلجسهذه  (8

∫اذا كانت التكاملات       
 

 
∫       و             

 

 
 موجودين               

∫فإن تكامل   و الأخر محدودا في جوار   مستمرا عند     و كانت احدا التابعين        
 

 
 

 يحقق :يكون موجودا و 

∫       

 

 

  ∫      

 

 

  ∫     

 

 

 

 نظرية التكامل بالتجزئة: (9

∫اذا كان احدا التكاملين        
 

 
∫و         

 

 
و  موجودا فإن الأخر يكون موجودا  

∫يحقق:       
 

 
  ∫      

 

 
   ( )  ( )  

   ( )  ( )   ( )  ( ) 
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قإن القيمة       غير محدود على تت دالة ذا  و كان       مستمرا على   اذا كان  (11

 المطلقة 

|∫       

 

 

|     
     

| ( )| ⋁ 

 

 

 

 حساب تكامل استيلجس:

 نقول عن الدالة انها درجية اذا كان مجموع قيمها منتهية.

 الدالة الدرجية أو البسيطة                          

 مثال:

 ( )  

{
  
 

  
 

        
            

        
              

             
                 

                

 

 تعريف الدالة الدرجية:

و كانت تعاني من عدد من الإنقطاعات من النوع الأول       دالة معرفة على المجال  ( ) اذا كانت 

 حيث:    في عدد منته من النقاط 

                    

 ثابتة في كل مجال مفتوح ( ) فإذا كانت 

                                     

 أنها درجية ( ) فإننا ندعو الدالة 

 أمثلة:

  أكبر عدد صحيح أصغر أو يساوي    او  ⌊ ⌋و    أصغر عدد صحيح أكبر أو يساوي  ⌈ ⌉
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 أعلى من أكثر الدوال استخداما في الدوال الدرجيةو الدوال المذكورة 

(    )     نقطة انقطاع ندعو    اذا كانت  أي    القفزة عند     (    )  

      
 

 
   

 ( )     
 

 
   

 ( ) ( ) 

 أما القفزة عند أطراف المجال :

(   )    :   القفزة عند        أي  ( )  
 

 
  

 ( )   ( ) 

( )    :  القفزة عند  ( )    ( ) أي  (   )       
 

 
  

 ( ) 

 مبرهنة:

 حيث   عند    و كانت القفزات ل      دالة درجية معرفة على المجال  ( ) اذا كانت 

                

 ( ) نقاط انقطاع للدالة       حيث    بحيث 

غير    و  بحيث لا تكون      معرفة و محدودة على المجال   نت و كا

عندئذ    او غير مستمرتين معا من اليسار عند    من اليمين عند  مستمرتين معا

 تكامل استيلجس يكون موجودا او يعطى بالشكل 

 ( ) ∫      
 

 
 ∑  (  )   

 
    

 نقاط انقطاع من النوع الأول ستكون بالشكل العام كالتالي:    و في حالة كانت 

  ( ) ∫      
 

 
  ( )    ∑  (  )   

 
     ( )    

المثال التالي: ه النظرية من خلال سوف نطبق هذ

                 ∫    

 
             {

          
           

            
                  

 

 فيكون تطبيق المبرهنة السابقة كالتالي:      دالة مستمرة على المجال   بما أن 

                  نلاحظ أن نقاط الانقطاع هنا هي : 
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 ∫    

 
      ( )     ( )     ( )    

                 

 ( )نعوض في          طريقة حساب كل من 

       
 

 
  

 ( )     
 

 
  

 ( ) 

  تساوي  ( ) بقيم أكبر فإن نهاية   ل   من الدالة التفرعية عندما تسعى 

 1تساوي  ( ) بقيم أصغر فإن النهاية   ل   و ايضا عندما تسعى 

      أي أن 
 

 
  

 ( )     
 

 
  

 ( )        

      لتكون    و بنفس الطريقة نحسب 
 

 
  

 ( )     
 

 
  

 ( )        

 نهاية المجال أي أن  3كون  ( )فإننا نعوض ب    ولكن لحساب 

    ( )   (   )   ( )     
 

 
  

 ( )   ( )     
 

 
  

 ( )        

 مبرهنة:

تعاني من عدد من نقاط الانقطاع من النوع  ( ) و كانت       مستمرة على   اذا كانت الدالة 

 حيث   الأول)مراجعة المحاضرة الأولى و الثانية( 

                    

 موجودة على المجالات المفتوحة   و كانت

                                     

 عندها يكون تكامل استيلجس موجودا و يعطى بالشكل:

∫      

 

 

 ∫        

  

 

 ∫        

  

  

   ∫       

 

  

  ( )   

 ∑  (  )    ( )   
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 انتهت المحاضرة 

 صفا الأيوبي*ياسين الحليبي*شهد الحايك البوشي إشداد: 
 

 

 

 

 

 

 


