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  أحمد هابيل دكتور المادة: ◄

 الاستمرار في الفضاءات المتريةالمحاضرة :عنوان           عاشرةالمحاضرة :ال◄

  المحتوى العلمي :

 . كثافة مجموعة 
 . تعارٌف )المسافة بٌن مجموعتٌن ( )المسافة بٌن عدد ومجموعة ( )وقطر مجموعة ( وتمارٌن 
 . الاستمرار فً الفضاءات المترٌة وأمثلة عنها 

 سنكمم أولاً في برهان انتمهيديت في انمحاضرة انسابقت : 

-           أثبت أن  3

ندينا مه انطهب الأول :        

ٌّة هً نقطة  ملاصقة وبالتالً        ولدٌنا أٌضاً   لأن كل نقطة حد

  (1)   …                  

 :   ملاصقة لـ   أي        إذا كانت 

           فإن            إذا كانت 

      ـملاصقة ل  فإن          إذا كانت 
          (   )      

 + *    نجد أن      ولأن 

 ومنه : 
         (   )  (  * +)    

ٌّة  أي أن           ومنه      وبالتالً    لـ حد

             (2)..       

           نجد  (2) و  (1)من     

- مغلقة  .                    أثبت أن   4

    " " مغلقة .  مغلقة ومنه    ( أن  2حسب الطلب       لٌكن  

    " لذلك    و    هً إحدى المجموعات التً ناتج تقاطعها تساوي    مغلقة فإن  لتكن ⇒ "

          (  1ولدٌنا من            

                  فإن 

 1تبولوجيا  
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-          أثبت أن      5

(   ) نجد أن  (4)مغلقة  , ومن    لدٌنا    (2)من         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴نقول عن مجموعة  تعريف كثافت مجمىعت :     𝑥    أنها فً فضاء متري أنها كثٌفة إذا

𝐴نكا  𝑋. 

.  𝑅)كثٌفة فً  𝑄 مثال: 𝑄لأن  (   𝑅  

ٌُطلب الإثبات وسٌتم برهانها لاحقاً "  " 

 

𝑑(𝐴 𝐵)  𝑖𝑛𝑓* 𝑑(𝑥 𝑦): 𝑥  𝐴 𝑦  𝐵+ 

𝑑(*𝑎+ 𝐵)  𝑖𝑛𝑓* 𝑑(𝑎 𝑦):  𝑦  𝐵+ 

𝑑(𝑎 𝐵)  𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑎 𝑦): 𝑦  𝐵 

𝛿(𝐴)  𝑠𝑢𝑝   * 𝑑(𝑥 𝑦): 𝑥 𝑦  𝐴+ 

 تعاريف :                                               

 انمسافت بيه مجمىعتيه :

 :𝑩ومجمىعت  𝒂انبعد بيه 

𝐴إذا كان   *𝑎+ 

 قطر انمجمىعت : 

𝛿(𝐴)قد ٌكون   . غٌر محدودة "𝐴" ٌجب أن تكون  ∞+ 

𝐴لتكن  مثال :  𝑁 (   ) 1   ًف(ℝ2 𝑑) : ٍعندئذ 

  𝛿(𝐴)  .وهو أبعد مسافة بٌن نقطتٌن  2 
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(   )  لٌكن   1مثال   (   )    : )

           ( )       

مستمر    هنا المعادلة اكتبأثبت أن      . 

 الـحـل 

   ـ ل    عندئذٍ  ٌوجد جوار  (  )    جواراً ل  لٌكن      لتكن 

(   ) ولديىا       هو     ( ) + *ولديىا   + *     

( )  فإن   .  مستمس على fوبالتالي ,     مستمس في     إذا      

.  ℝ)  ليكه     2مثال   )  (ℝ2  )  ::))للاطلاع((

    ℝ    ( )  (   ) 

 .  ℝمستمراً على  أثبت أن 

 

 تمارٌن )) وظٌفة (( :

 فضاء متري : (𝑋 𝑑)لٌكن 

1.𝑥  𝐴  ⟺  𝑑(𝑥 𝐴)     
2.𝛿(𝐴) ≤ 𝛿(𝐵)   𝑥  𝐵   
3.𝛿(𝐴  𝐵) ≤ 𝛿(𝐴) + 𝑑(𝐴  𝐵) + 𝛿(𝐵) 

4.𝛿(𝐴)  𝛿  𝐴  

5.(𝐴  )    𝐴   𝐴       

 الاستمرار في انفضاءاث انمتريت :      

𝑓لتكن   (𝑋 𝑑)  (𝑌 𝜌) 

  𝑥لـ     𝑈جواراً   𝑓(𝑥  )لـ  𝑉 إذاً وُجد لكل جوار 𝑥  𝑋مستمراً فً  𝑓نقول أن 

𝑓(𝑈)بحٌث   𝑉 

 . 𝑋مستمراً إذا كان مستمراً عند كل نقطة من  fوٌكون       
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 الـحـل 

(  )  جواراً ل      لتكن   (     ) 

( )  بحٌث    لـ    ونرٌد إٌجاد جواراً     

(     ) فإن  (     ) لـجواراً  بما أن          

 مجموعة مفتوحة ومنه :  حٌث 

         (     )          

  (     )    *(   )  ℝ2:  ((   ) (     ))   + 

={(   )  ℝ2: √(    )
2 + (    )

2   } 

    .   ولدٌنا الجوار 
 

√2
( )  سنجد أن  ةوفً هذه الحال /    

( )   ولٌكن       حٌث     ( )  

⇒     (    
 

√2
)  {  ℝ:        

 

√2
} 

             {   ℝ    
  

√2
      

 

√2
 } 

  -    
 

√2
     +

 

√2
 ,    

⇒        
 

√2
 

⇒ (    )
2  

 2

2
   ⇒ 2(    )

2   2    

⇒ (    )
2 + (    )

2   2    ⇒ √(    )
2 + (    )

2    

⇒   (   ) (     )       ⇒    ( )  (  )    

 ( )    (     )    

⇒  ( )    
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 .  ℝمستمر على   فإن    مستمر فً     

.  ℝ)  لٌكن   3مثال   )  (ℝ  .  )  : )

 ℝ     مستمر فً   ما معنى أن 

 الـحـل 

( ) بحٌث    جوارا لـ   فإنه ٌوجد  (   ) جوارا لـ   إذا كان  -ٌعنً أنه: أ ,   لنأخذ    

  (   ) جوارا لـ    (  (   ) )   

   - (  )      (  ) +  ,                

( ) بحٌث    جوارا لـ   إذا ٌوجد      

  ( )    -  (   )      (   ) +  , 

        مجموعة مفتوحة بحٌث   ℝ  عندئذ توجد  

          (      )      

            -         +  ,       

  ( -        +  , )   ( )   ( )    

 -  (   )      (  ) +  , 

  ( -        +  ,  )   -   (     )    (  +  ) ,  

 بحٌث  إذا كان :       وجدنا       إذا من أجل 

    -         +   ,     ( )   -  (  )      (  ) +   , 

                            

    ( )   (  )    

جوار ما لـ   لٌكن ,    فهو مستمر فً    و    بلغة    مستمرا فً   ا كان إذ  -ب وبالعكس :

( )  بحٌث    لـ   وٌجب إٌجاد جوار  (   )    توجد    (   ) جوار لـ   بما أن ,     
(   )  مجموعة مفتوحة بحٌث       

(  (   )  )  بحيث     وبالتالي توجد            

 بحيث       ٌوجد     و    إذا حسب تعسيف الاستمساز بلغة 
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                ( )   (   )     

     -         +  , 

  ( )   -  (   )      (   ) +  , 

     (     )   ( )   ( (   )   ) 

      (     )   ( (   )  )    

( ) ووجد أن   (      )   وأخر       . 

 

 انتهت المحاضرة

 

 

 Ⱳتكره.. نتصم إنى ماتحُب.. قاوو ما

 

 

 

 

 

 

  


