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 هدى شماطالمادة: دكتورة  ◄

 تطبيقاث الحساب التفاضلي عنوان المحاضرة :◄                ثانيت عشرةال المحاضرة :◄                   

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة : :المحتوى العلمي 

 نظزيت القيمت الوسطى )لتابع لمتغيز واحد , و من ثم لعدة متغيزاث مستقلت(  -1

 واحد , و من ثم تابع لعدة متحولاث(نظزيت تايلور لنشز الدوال ) تابع لمتحول -2

 نظزيت يونغ -3

 مثال يوضح كيفيت نشز تابع لمتحول واحد في منشور تايلور-4

 تطبيقاث الحساب التفاضلي للدوال الحقيقت التابعت لعدة متغيزاث:

 نظرية القيمة الوسطى لمتغير واحد:

                                  لتكن لدٌنا الدالة:

 :ٌوجد دئذ  عن    فً النقاط المحٌطٌة  ةومستمر       المجال المفتوح للاشتقاق على ةقابل

μ           ( )   ( )  (   )  ( ) 

 تحقق:  حٌث 

          

         (   )        

 السابقة على تعميم النظرية 
𝒏

 : 

 بالشكل:  لنأخذ الدالة 

         

, و بفرض أن القطعة المستقٌمة الواصلة بٌن   و       (   )مجموعة مفتوحة ولتكن   حٌث 
 .   محتواه فً    و  (   )

 فإذا كانت المشتقات الجزئٌة من المرتبة الأولى:

 
  

   
              بحٌث           

:  موجودة ومستمرة فً الساحة   , عندئذ 

 (   )   ( )  ∑  

  

   

(    )

 

   

       

 4تحليل  
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  و لنربط الرموز القدٌمة بالرموز الجدٌدة فنضع :

                
:  عندئذ 

 ( )   ( )  ∑(     )
  

   
(    (     )) 

 

   

        

 مبرهنة:

          لتكن الدالة:                                  

وكانت المشتقات الجزئٌة من المرتبة الأولى , ومترابطةمجموعة مفتوحة   حٌث 
  

   
 ةومستمرموجودة  

 و تحقق أن :  على 
  

   
 

  

   
    

  

   
 ))جمٌع المشتقات الجزئٌة من المرتبة الأولى متساوٌة((   

  .ثابتة   تكون الدالة عندئذ  

 البرهان:

ٌقع بأكمله   و   مجموعة مترابطة عندئذ  ٌكون الخط المضلع الواصل بٌن   وبما أن       لٌكن 

 :ولٌكن هذا الخط هو  فً 

               
  رؤوس هذا الخط هً: و 

        ⏟
  

            ⏟
  

                               ⏟
    

     

لا نقصد بها قوة و إنما ترقٌم و كتبناه فً الأعلى لأننا سنضع دلٌلاً               الرمز :◄ ملاحظة
 .آخر فً الأسفل بعد قلٌل

 :    ولنطبق نظرٌة القٌمة الوسطى على النقطتٌن  

 (  )⏟  
النهاٌة

  ( )⏟
البداٌة

 ∑(  
    )⏟      

حول المجال

 

   

  

   
 (   (    )) 

 ,  وبما أن:     بٌن 

  

   
            

: (  )                                       عندئذ    ( )    
  (  )   ( ) 

   
(  )  فنحصل على       وبنفس الطرٌقة نطبق القٌمة الوسطى على   ,وهكذا نجد أن : (  )  

 ( )   (  )   (  )         (  )   ( ) 
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 ��دالة ثابتة. )) جمٌع صور النقاط متساوٌة .. فهً دالة ثابتة((...  أي أن 

 نظرية تايلور لمتغير واحد:

 ليكن لدينا الدالة:

        

  ولٌكن               
مستمرة فً   ,ولنفرض أن      حتى المرتبة  Dمشتقات موجودة ومستمرة على   و لنفرض أن لـ

: النقاط المحٌطٌة فً   , عندئذ 

              

 ( )   (  )  
  (  )

  
  

   (  )

  
        

 ( )(  )

  
 ((حفظ))          

 حٌث:

     
    

(   ) 
 ))صٌغة لاغرانج((          (     )    

     
    

(   ) 
 ))صٌغة كوشً((             (      )(   ) (    ) 

 لتعميم نظرية تايلور على 
𝟐

 : 

 لٌكن لدٌنا :

         

  ⏟      ⏟   ) (   )ولتكن النقطتٌن 
𝑥

) والمشتقات   و القطعة الواصلة بٌنهما محتواه فً    
𝑦

  موجودة ومستمرة على  (    )بما فٌها     الجزئٌة حتى  المرتبة 
 .  مستمرة فً النقاط المحٌطٌة للمجموعة    و أٌضاً الدالة

 لتعرف دالة جدٌدة: و  

          
   ( )   (    ⏟  

𝑥(𝑡

     ⏟  
) 𝑦(𝑡

) 
)

 :tبالنسبة ل  φنشتق 
  

  
 

  

  
(         )

  

  
 

  

  
(         )

  

  
 

  
  

  
  

  

  
 ))المشتق الأول((          

تنويه للاختصار في الرموز قمنا باستبدال: ◄
 (         )   (   )    
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المشتقات الجزئٌة موجودة ومستمرة و بالتالً تكون المشتقات المختلطة نشتق مرة أخر و بملاحظة أن 
 متساوٌة : 

   

   
 

 

  
[ 

  

  
  

  

  
] 

  [
   

   
 
  

  
 

   

     
 
  

  
]   [

   

   
 
  

  
 

   

     
 
  

  
] 

   

   
    

   

   
    

   

     
    

   

     
    

   

   
 

   
   

   
    

   

    
   

   

   
 ( 

 

  
  

 

  
)
 

 (  ⏟
     

  ⏟
     

) 

 

:      من أجل أي مرتبة للاشتقاق   , عندئذ 

   

   
   

   

   
 

      

  

   

       
 

 (   )      

  

   

        
       

   

   
  

 ( 
 

  
  

 

  
)
 

 (         )    ( ) 

 نعوض:          بالعودة الى نشر تاٌلور بمتغٌر واحد بحٌث نأخذ 

 ( )   ( )  
  (  )

  
 

   (  )

  
      

 ( )(  )

  
      

 ∑
 ( )( )

  

 

   

      

     حٌث:                              
 (   )( )

  
          

 
 وهكذا نكون قد وجدنا باستخدام العلاقة )*( نظرٌة تاٌلور لمتغٌرٌن و التً تنص على أنه إذا كان:

         

(       )و    (   )ولتكن    والقطعة المستقٌمة الواصلة بٌنهما محتواه فً    
  والدالة   ( موجودة ومستمرة على     )بما فٌها     والمشتقات الجزئٌة حتى المرتبة 

:  مستمرة فً النقاط المحٌطٌة, عندئذ 

  (   ⏟  
 

    ⏟  
 

)
⏟          

صورة النهاٌة

  (   )⏟    
صورة البداٌة

 ∑
 

  
( 

 

  
  

 

  
)
 
 (   )      
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( 

 

  
  

 

  
)
   

(   ) 
  حٌث                 (         ) 

��) * ( فقط...المطلوب من التعميم السابق حفظ العلاقة :  ◄  تنويه

ملاحظة من جمٌع المراتب فإن:   إذا وجدت المشتقات الجزئٌة لدالة :  ◄
      ∞

   

:  عندئذ 

 (   ⏟  
 

    ⏟  
 

)   (   )  ∑
 

  
( 

 

  
  

 

  
)
 

 (   )

 

   

 

 .(   )فً جوار النقطة   فإننا ندعوه بمنشور تاٌلور للدالة 

 

 نظرية يونغ:

ٌعطى   (    )دالة تحقق الشروط الواردة بنظرٌة تاٌلور لمتغٌرٌن فإن باقً تاٌلور   إذا كانت 
 بالدستور:

     
( 

 
  

  
 
  

)
(   )

(   ) 
 (         )   (   )√(     )  

 دالة حقٌقة تحقق  (   )μحٌث 

   
(   ) (   )

    

 تمرين:

 : (   )فً جوار   اكتب الحدود الثلاثة الاولى من منشور الدالة 

 (   )         
       معرفة بالشكل:                            حٌث 

 الحل:

 (   )  ))الحد الأول((          
 

  
( 

 

  
  

 

  
)  ))الحد الثاني(( (   ) 

 

  
(  

 

  
   

 

  
)
 
 (   )  

 

  
(    

       
  

    
     

   )  ))الحد الثالث(( (   ) 

 إن:
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                (   )    

  

  
              (   )    

   

   
               (   )    

   

   
            (   )     

   (   )              (   )       (   ) 

 الآن نعوض فً صٌغة نشر تاٌلور :

 (   )   (   )  
 

  
( 

  

  
(   )   

  

  
(   )) 

 
 

  
(  

   

   
    

   

    
(   )    

   

   
(   ))      

 

          
     

  
 

       

  
   

  

 
 

  

 
 

            
  

 
 

  

 
 

 إن:

           
           

            
  

 
 

  

 
 

 ��وهو المطلوب...

 انتهت المحاضرة 

 


