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 ملك ماردينيالمادة: دكتورة  ◄

 ام  شررةالخ المحاضرة :◄

 مبرهنة الدوال الضمنية وطريقة شارب شنوان المحاضرة :◄

  :المحتوى العلمي 

 حل تمرين من مسألة الشروط. -1

 حلول المعادلة التفاضلية  من الذرجة الأولى غير الخطية. -2

 طريقة شارب في حل المعادلة التفاضلية من الذرجة الأولى غير الخطية. -3

: التفاضلٌة الجزئٌة التالٌة باستخدام فصل المتغٌرات :حل المعادلة  1مثال

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
 ( ) 

(   )                       حٌث:                           

 الحل

 لنوجد المشتقات الجزئٌة: ( )  ( )   نكتب التابع 

𝜕 

𝜕 
            

𝜕 

𝜕 
      

 (:1نعوض بالمعادلة )

          

 :   المعادلة قابلة لفصل المتغٌرات لذلك نقسم على 

  

  ⏟
 

 
  

 ⏟
 

  ⏟
 

 

 2معادلات تف اضلية  
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 ( فنجد :    أي )  نأخذ النسبة الأولى مع 

 
  

  
   

  

 
   

بالمكاملة
⇒     | |        

  

          
 
        

 
      

 
    

      
    

 ( فنجد:    أي )   نأخذ النسبة الثانٌة مع 

  

 
   

بالمكاملة
⇒     | |       

  

         
 
        

 
    

 
         

   

 ومنه :  فً     نعوض كل من  

           
                 

      
 (    ) 

 :والمطابقة من الشرط الابتدائً   و    لحساب 

   (   )        

 (   )     
         

             

 فنجد:  نعوض فً الحل 

 (   )      (    )   

 ��وهو المطلوب...

:  أوجذ حم مسأنة انششوط انحانية باسحخذاو فصم انمحغيشات:2مثال

  
𝜕 

  
   

𝜕 

𝜕 
   ( ) 

(   ) حيث:                                            

 الحل
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𝜕 

𝜕 
            

𝜕 

𝜕 
      

 (:1نعوض بالمعادلة )

             
  

  ⏟
 

  
  

  ⏟
 

  ⏟
 

 

    
  

 
       | |        

       
         

  
 
 

     
  

  
   

  

 
            

     

 فنحصل على:  فً     نعوض 

             
          

       
 (     ) 

 من الشرط الابتدائً ثم المطابقة:

 (   )       

 (   )     
         

                  
 

 
 

 علٌه ٌكون الحل العام المطلوب كالتالً: وبناء  

 (   )     
 
 
(     )       

 
   

: المتغٌرات:أوجد حل مسألة لشروط التالٌة باستخدام فصل 3مثال

𝜕 

𝜕 
   

𝜕  

𝜕  
 ( ) 

حٌث:                          
𝜕 (   )

𝜕 
        (   )          

 الحل
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 يكىن انحم باسحخذاو فصم انمحغيشات مه انشكم:

      

 وىجذ انمشحقات انجزئية:

𝜕 

𝜕 
          

𝜕 

𝜕 
          

𝜕  

𝜕  
      

 (: انمعادنة )وعىض في 

          
  

  ⏟
 

 
   

 ⏟
 

    ⏟
 

 

    
  

  
     

  

 
        | |          

         
      

    
   

 
               

 معادنة جفاضهية عادية خطية مه انذسجة انثاوية محجاوسة وانمعادنة انمميزة نها:

𝜇
 
       𝜇      

 انشكم:فانحم انعاو مه 

                  

 :  في     وعىض كلاً مه 

          
  (               ) 

                        حيث:                                    

 انششط الأول: -

𝜕 (   )

𝜕 
     

  (                  ) 

𝜕 (   )

𝜕 
     

  (       )      
  ⏟  

دانة أسية لاجىعذو

   ⏟
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λ نكاوث     ))لأوه نى كاوث    
  

  
 
   

 
 وهزا خاطئ((.   

 فىجذ:  , وعىض في انحم      إراً 

      
  (       ) ( ) 

 مه انششط انثاوي وانمقاسوة:

 (   )         

 (   )                 

                

 ) * ( فٌصبح لدٌنا:وعىض في 

        (      )               

 ��وانتهٌنا...

أوجد حل المعادلة التفاضلٌة التالٌة باستخدام فصل المتغٌرات :4مثال   : 

   

   
 
 

  
  

  
 ( )  

 أي محدودة       حٌث:                                     

  (   )   (   )       (   )                            

 الحل

      

 نوجد المشتقات الجزئٌة:

   

   
              

  

  
     

 : ( )نعوض بالمعادلة 

     
 

  
    

 :    معادلة تفاضلٌة عادٌة قابلة لفصل المتغٌرات نقسم على   
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))كونها مرتبة ثانٌة((
  

 ⏟
 

 
 

  
  

 ⏟
 

    ⏟
 

 

 ومنه: (   )أي     نأخذ النسبة الأولى مع  

  

 
              

 وهً معادلة تفاضلٌة خطٌة من المرتبة الثانٌة متجانسة ذات أمثال ثابتة, المعادلة الممٌزة لها:

𝜇       𝜇         

 والحل العام ٌكون من الشكل :

                  

 : (   )نأخذ النسبة الثانٌة أي 

 

  
  

 
     

  

 
       

بالمكاملة
⇒     | |           

       
       

 فنجد:  فً     نعوض 

        (               )   
       

          
                

       

(   ) حٌث   نستفٌد من الشروط الابتدائٌة          ولمعرفة الثوابت       أي نعوض    
 ومنه:

 (   )           
          

      
   

      
⇒              

  (               )  
       

 (   )    ⏟
لا تنعدم لكً لا ٌصبح حل صفري

      ⏟  
وممعد إذن ٌجب أن ٌكون هذا 

    
    ⏟    
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نعوض فً( )
⇒               

  

 
     

      

 
 
 

 ومنه حسب مبدأ تركٌب الحلول نجد أن:

 

{
 

       
 
    

   

 
     

   

 
      

 
    

   

 
     

   

 
    

     
 
    

   

 
     

   

 
 

 

 من الشرط الثالث:و

 (   )                           

                              بالمقارنة:فنجد 

{
 
 

 
 
   

 
         

   

 
         

   

 
           

 {
    
     
    

 

 فىحصم عهى انحم انعاو انمطهىب ( )وعىض في 

: التفاضلٌة الجزئٌة التالٌة باستخدام فصل المتغٌرات :حل المعادلة  5مثال

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
   ( ) 

(   )   حٌث:                                            

 الحل

 لنوجد المشتقات الجزئٌة: ( )  ( )   نكتب التابع 

𝜕 

𝜕 
            

𝜕 

𝜕 
      

 (:1نعوض بالمعادلة )

             

 :  المعادلة قابلة لفصل المتغٌرات لذلك نقسم على 
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 ⏟
 

  
  

 
  

⏟    
 

  ⏟
 

 

 ( فنجد :    أي )  نأخذ النسبة الأولى مع 

 
  

 
   

بالمكاملة
⇒     | |       

          
 
        

 
      

 
    

      
   

 ( فنجد:    أي )   نأخذ النسبة الثانٌة مع 

 
  

 
     

  

 
 
   

 
 
بالمكاملة
⇒     | |  

   

 
    

  

    
   
     

 

  
   
      

 
    

 
         

   
   

 ومنه :  فً     نعوض كل من  

               
    

   
       

   
   
             

      
(   

   
  ) ( ) 

 من الشرط الابتدائً:   و    اب لحس

   (   )              

 حٌث:  فً     نعوض 

     
( (  

 
 ) 

 
 ) 

 حسب مبدأ تركٌب الحلول:

     
(  

 
 )   

 
     

(  
 
 )   

 
  

 نعوض الآن     
⇒           (   )     

       
    (  ) 

 بالمقارنة مع الشرط الابتدائً نجد : 

                                       

 فنجد: (  )نعوض فً 
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  (  

 
 )
 
 
    

  (  
 
 )
 
 
    (      )    (      )  

 ��وهو المطلوب...

 :6مثال

 أوجد حل المعادلة التفاضلٌة التالٌة باستخدام فصل المتغٌرات :

   

   
 
 

 

  

  
 ( )  

 أي محدودة       حٌث:                                     

    (   )   (   )        (   )          

 الحل

      

   

   
              

  

  
     

 : ( )نعوض بالمعادلة 

     
 

 
    

 :    معادلة تفاضلٌة عادٌة قابلة لفصل المتغٌرات نقسم على   

))كونها مرتبة ثانٌة((
  

 ⏟
 

 
 

 

  

 ⏟
 

    ⏟
 

 

 ومنه: (   )أي     نأخذ النسبة الأولى مع  

  

 
              

      وهً معادلة تفاضلٌة خطٌة من المرتبة الثانٌة متجانسة ذات أمثال ثابتة تقبل حلا من الشكل  
 ومنه :

   𝜇     
نعوض فً المعادلة
⇒          𝜇                 (𝜇    )        

   



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

 Maths_WhatsApp : 0991921144          Facebook_Page : IOM           F.B Group : Syria math-2nd year 
 

10 

 فتكون المعادلة الممٌزة لها:

(𝜇    )    𝜇      
وبالتالً
⇒   𝜇        

                  والحل العام ٌكون من الشكل :        

 : (   )نأخذ النسبة الثانٌة أي 

 

 

  

 
     

  

 
      

بالمكاملة
⇒     | |          

  

       
     

 
     

      
 
     

 
          

      

 فنجد:  فً     نعوض 

  (               )   
      

 نعوض بالشرط الابتدائً :

 (   )    

 (   )  (    )   
          

         

    لكن 
 , ومنه ٌكون:     

          

  (                   ) 
      

  (             )    
   

           حٌث:                                       

 , ومنه نجد:    لكن 

              
   

 من الشرط الابتدائً:    و   وبقً لمعرفة 

 (   )    

 (   )             
  ⏟  

  

     ( ) 

 مستحٌل أن تكون معدومة لأنها تجعل الحل تافه , حٌث:      
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 ��وهذا غٌر ممكن      

                
  

 
  

نعوض فً( )
⇒             

  

 
    

      
  (  ) 

 من الشرط التالً:  والآن نحسب  

 (   )          

 (   )      
 

 
   

               بالمقارنة:                               

 فنحصل على:( ** ) نعوض فً 

                
   

 وهو المطلوب.

( قامت الدكتورة بإدراجها ضمن ملحق المادة.4-3-2-1: الأمثلة التً تحمل الأرقام )◄  تنويه

تابع بمتغٌرٌن مستقلٌن فإن تفاضل هذا  (   )   لقد مر معنا سابقا  أنه إذا كان لدٌنا التابع    تذكرة:
 التابع هو:

   
𝜕 

𝜕 
   

𝜕 

𝜕 
   

(     ) وفً حال كانت معادلة السطح   فإن التفاضل الكلً للسطح هو :    

   
𝜕 

𝜕 
   

𝜕 

𝜕 
   

𝜕 

𝜕 
   

 حلول المعادلة التفاضلية الجزئية من المرتبة الأولى غير الخطية:

 مبرهنة الدوال الضمنية:

(         ) ٌكن لدٌنا الدالتٌن:      ل           (         )    
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 عندها تكون المشتقات الجزئٌة كالتالً:      دالتٌن بمجهولٌن ثابتٌن للمتغٌرات المستقلة     حٌث 

𝜕 

𝜕 
 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

     ( ) 

𝜕 

𝜕 
 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

      (  ) 

𝜕 

𝜕 
 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

      (   ) 

𝜕 

𝜕 
 
(
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
)

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

      (  ) 

))للاطلاع(( ومنه:      بالنسبة ل     لنأخذ المشتقات الجزئٌة لكل من  : ( )إثبات العلاقة 

 ) 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
     

 ) 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
   

 ) 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
   

 ) 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
   

 ) 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
   

 ) 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
       

لنأخذ الآن 
  

𝜕 
 ( نجد:4( و )1من ) 
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𝜕 

𝜕 
  

(
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
)

𝜕 
𝜕 

 من  ( )      

𝜕 

𝜕 
  

(
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
)

𝜕 
𝜕 

 من ( )       

 بالمساواة طرفا  إلى طرف نجد :

(
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
)

𝜕 
𝜕 

 
(
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
)

𝜕 
𝜕 

   

نأخذ جداء الطرفٌن بالوسطٌن
⇒                 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 

نجعل الحدود التً فٌها  
𝜕 

𝜕 
 بطرف والباقً بطرف آخر  : 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 

 
عامل مشترك

𝜕 

𝜕 
 نخرج 

⇒            
𝜕 

  
[
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
]  

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
  

 
𝜕 

  
 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 
 
𝜕 
𝜕 

 

 ��وهو المطلوب...

 غير الخطية:طريقة شارب في حل المعادلة التفاضلية الجزئية من المرتبة الأولى 

 لتكن لدٌنا المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة من المرتبة الأولى غٌر الخطٌة:
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 (         )           ( )     
𝜕 

𝜕 
      

𝜕 

𝜕 
   

(           ) ولتكن لدٌنا المعادلة:                                      ( ) 

 ثابت اختٌاري(( وتحقق الشرطٌن التالٌٌن:  ))حٌث 

 هو من الشكل :    بالنسبة ل  ( )و( )إن حل المعادلتٌن  (1

 {
   (       )

   (       )
  

 المعادلة التفاضلٌة الكلٌة التالٌة: (2

 ))قابلة للحل((  ( )              

 فنجد أن : ( )فً  ( )الآن نعوض   ( )معادلة مرافقة ل  ( )عندئذ نسمً المعادلة 

    (       )    (       )       ( ) 

 ��محتمل أن تمتلك حل ومحتمل أن لا تمتلك حل... ( )إن المعادلة 

 فً حال كانت تمتلك حل فهو من الشكل:    

 (         )          ( ) 

 .( )وهو حل تام للمعادلة 

 لنرى كٌف ٌتم ذلك باتباع المخطط التالً: ( )فٌكون حل تام للمعادلة 

  المعادلة( ) حل للمعادلة( )
وبالتالً
( ) حل للمعادلة ( )   ⇒

وبالتالً
  ( ) حل ل ( )   ⇒

 وكون ( ) حل ل( )و( )
 فإن
  ( ) حل ل( )  ⇒

فإن  ( )هً معادلة تفاضلٌة مترافقة مع  ( )حتى تكون  ( )والآن لنعٌن الشرط الذي ٌجب تحققه 

 ( هو أن تحقق لها العلاقة:5شرط قابلٌة مرافقة )

 (( ومنه: بالنسبة ل   ٌساوي مشتق   بالنسبة ل   ))لنأخذ مشتق 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 ⏟
 

 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 ⏟
 

 

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
 ( ) 
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( كلا  من )) 7نعوض فً )
𝜕 

𝜕 
  
𝜕 

𝜕 
  
𝜕 

𝜕 
  
𝜕 

𝜕 
(( الموجودة فً علاقات نظرٌة الدوال الضمنٌة  

 (( وبذلك نحصل على:               ))

(  )    (   )      (  ) 

 وبالتعوٌض والاختصار نحصل على المساواة التالٌة: 

𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 
𝜕 

𝜕 
 ( 

𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
)
𝜕 

𝜕 
 (
𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
) 
𝜕 

𝜕 
  

(
𝜕 

𝜕 
  

𝜕 

𝜕 
)
𝜕 

𝜕 
       ( )  

 ((         ))الدالة المحاطة و   وهً معادلة تفاضلٌة جزئٌة من المرتبة الأولى خطٌة حٌث 

 متغٌرات مستقلة عندئذٍ ٌمكن إٌجاد حلها التام للجملة المساعدة التالٌة:

  

𝜕 
𝜕 

 
  

𝜕 
𝜕 

 
  

 
𝜕 
𝜕 
  

𝜕 
𝜕 

  
  

𝜕 
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𝜕 
𝜕 

  
  

𝜕 
𝜕 
  

𝜕 
𝜕 

   ( ) 

أو كلاهما وهذا    أو  هً الجملة المساعدة ومنه نوجد حل هذه الجملة بحٌث ٌكون الحل فٌه ( )إن 

 ��...  ( )الحل ٌمثل قابلٌة الحل للمعادلة 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة 

إشداد: دشاء الرحيل  رهف النقري   بسمة نصرالله  


