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 دكتور المادة: خليل يحيى ◄

 لاغرانج تمارين عنوان المحاضرة :◄                  ) الأخيرة (     عشر الخامست المحاضرة◄                   

 .حل تمارين عن لا غرانج  التي سنتناول بها الأخيرة بسم الله  وبالله  المستعان  ..لنبدأ  زملائي في محاضرتنا

 𝟏 تمرين 

ملاصمح تذَن   وقطح مادٌح ثقٍيح مريرٍا   شاقُىً صاػذ    محُسان مرؼامذان       ىٍنه 

    إرا فشظىا أن اىىقطح اىمادٌح خاظؼح ىرأثٍش قُج دافؼح مرىاسثح مغ تؼذٌا ػه     احرناك ىيمسرُي 

 𝜔تذَسان مىرظم    َأن اىمسرُي ٌذَس حُه 
ة للحركة تاستخذام معادلات لاغرانج .أكتة المعادلات التفاضلي

 الحل 

  وؼيم ان قاوُن اىطاقح اىحشمٍح         
 

 
   

 

  
    

    
                   

  
            

  ⃗⃗  ⃗  𝜔     | 
   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 𝜔  
   

|   𝜔   ⃗⃗⃗                 
  𝜔     

  
 

 
          𝜔      

      ∫                           

   ∫                              

 
                 

          

 
   

        

       
   

 
        

 1ميكانيك  ال
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  𝜔                 

  

   
     

 

  
 
  

   
                    

  

  
       

       𝜔                          𝜔            

  

  
           

  

   
     

  

  
                       

 

  
 
  

   
      

                

 وجذ مؼادلاخ اىحشمح ىيىقطح اىمادٌح .اىرفاظيٍرٍه     َ     مه اىمؼادىح تحو مو 

  𝟐 تمرين 

َذخعغ ىقُج مه            مادٌح ذرحشك ػيى اىمىحىً اىمؼٍه تمؼادىح اىمخشَغ    وقطح  

 . أكتة معادلات الحركة تالاعتماد على معادلات لاغرانج،              اىشنو 

 الحل 

 ًٌَ مؼادىح مخشَغ اسطُاوً .         مه مؼادىح اىمخشَغ وجذ ...  

          سىأخز الاحذاثٍاخ الاسطُاوٍح  ىزىل 

| |   وؼيم أن غٌُيح شؼاع اىمُظغ  √                   | |  √                         

                         

 ََجذوا ساتقاً أن اىسشػح تالإحذاثٍاخ الاسطُاوٍح ذؼطى تاىشنو :   

                                                   

  َوؼيم ان اىطاقح اىحشمٍح    
 

 
                   

 

 
 [           ]  

  ∫                           
 

 
     

    لاغشاوج َوؼيم أن مؼادىح
 

  
 
  

    
      

  
 : دسجرٍه حشٌح ٌَىا ىذٌىا       

 (𝒓الاولى على )



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Facebook_Group : Improve Our Mathematics          Facebook_Page : IOM               Web:www.syriamath.net 
 

3 

 

  
 
  

   
 

      

  
   

  

   
                  

 

  
 
  

   
       

  

  
                    

  

  
       

َتاىراىً وؼُض فً مؼادلاخ لاغشاوج   
 

  
 
  

    
      

  
 فىجذ :  

                                                            
         

 
 

 . شذثح اىثاوٍح ، وحيٍا لإٌجاد مؼادىح اىحشمح ػيى ًٌَ مؼادىح ذفاظيٍح مه اىم
 (  𝛉الثانية على )

 

  
 
  

   
 

      

  
   

  

  
                  

  

   
       

 

  
 
  

   
                      

  

  
    

تمؼادلاخ لاغشاوج وجذ : َتاىرؼٌُط 
 

  
 
  

    
      

  
 فىجذ  

                                                                
 

 
 

ؼادىح اىحشمح ػيى ًٌَ خاظؼح ىقاوُن اىسطُح ، ًٌَ مؼادىح ذفاظيٍح مه اىمشذثح الأَىى ، تحيٍا وُجذ م

  . 

  𝟑 تمرين 

  ملاصمح تذَن احرناك ىسيل دائشي ثاتد فً اىفشاؽ وصف قطشي   وقطح مادٌح ثقٍيح مريرٍا   ىرنه 

 أمرة اىمؼادىح اىرفاظيٍح ىيحشمح َرىل ترطثٍق مؼادلاخ لاغشاوج 

 الحل 

 (( إحذاثً مؼمم    وقطح ذرحشك ػيى سيل فئن ىً محُس احذاثً فقػ .  ))

                         

00 
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حسة مؼادىح لاغشاوج                
 

  
 

  

    
 

      

   
  

 

  
 
  

   
 

      

  
   

        َوؼيم أن قاوُن اىطاقح اىحشمٍح 
 

 
   

      ⃗     ⃗⃗                                            
                                                 

                                                
                                                 

 وؼيم أن قُج اىثقاىح ًٌ قُج ممُوٍح  َتاىراىً :

   ∫                                       

  
 

 
                     

 

 
 [      ] 

  

                       
  

  
             

  

  
                           

 

  
 
  

   
        

 وؼُض فً مؼادىح لاغشاوج فىجذ :

                                                       

 

  𝟒 تمرين 

ٌذَس حُه محُسٌا تسشػح صاٌَح   ملاصمح تذَن احرناك ىسيل دائشي  ثقٍيح مريرٍا وقطح مادٌح   ىرنه 

 أمرة اىمؼادىح اىرفاظيٍح  ىحشمح اىىقطح َرىل ترطثٍق مؼادلاخ لاغشاوج.  ، َوصف قطشٌا  𝜔ثاترح 

 الحل 

 إحذاثً مؼمم ((    وقطح ذرحشك ػيى سيل فئن ىً محُس احذاثً فقػ .  ))

                         

حسة مؼادىح لاغشاوج                   
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  َىذٌىا :      
 

 
   

                          ⃗     ⃗⃗                  
         

                                      

  
                            

    
                                      

        

    ∫                                         

   
 

 
   

                       

     𝜔⃗⃗  ⃗      ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  | 
   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 𝜔  
   

|                  𝜔   ⃗⃗⃗   

  
    

    
                 

         𝜔    

  
         𝜔         

  
 

 
        

 

 
 𝜔         

  

   
                    

  

  
   𝜔                        

  
  

  
                            

 

  
 
  

   
          

 وؼُض فً مؼادىح لاغشاوج فىجذ : 

         𝜔                                       

  [      𝜔                  ]    

  𝟓 تمرين 

ٌذَس حُه محُس شاقُىً        ملاصمح تذَن احرناك ىمسرُي   وقطح مادٌح ثقٍيح مريرٍا   ىرنه 

أمرة اىمؼادىح اىرفاظيٍح ىيحشمح  َرىل تفشض أن اىىقطح  المطلوب :.  ωتذَسان مىرظم سشػرً     

 اىىقطح ػه مشمض اىجزب تالإظافح إىى ثقيٍا . سة مغ تؼذذخعغ ىقُج مشمضٌح جارتح  ذرىا

 

𝑢   ∫𝑚𝑔  𝑑𝑦 

  على اعتبار أن

𝒐𝒚  ور مح

 صاعد 
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 الحل 

  َسد اىفؼو        وقطح مادٌح ذخعغ ىقُذٍه : قُج اىثقو    

          َقُج مشمضٌح جارتح  

 حسة اىقاوُن الاساسً فً اىرحشٌل اىىسثً ....

    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗  ⃗     ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗       

𝜔⃗⃗    ح اىجشٌّح ًٌ    وؼيم أن اىسشػ  ⃗  ⋀    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗                  𝜔 ⋀    

⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗     َمىً اىرساسع اىجشّي        ⃗  𝜔     

εاي إن     ولاحظ أن اىذَسان مىرظم حُه  لأن    
  

  
   

  اىحشمح فقػ فً  اىمسرُي                  ⃗⃗     ⃗     ⃗⃗     

    𝜔    ⃗⃗  

    𝜔     ⃗     ⃗⃗                      𝜔    ⃗  𝜔    ⃗⃗   

                          𝜔    ⃗   𝜔    ⃗⃗  

      𝜔⃗⃗  ⃗      ⃗⃗ ⃗⃗     | 
   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗  

  𝜔
     

|     𝜔    ⃗  𝜔    ⃗⃗    

  ⃗⃗    𝜔    ⃗   𝜔     َمىً اىرساسع اىمرمم ....                 

                               𝜔    ⃗    𝜔    ⃗⃗  

          ⃗⃗                           ⃗     ⃗⃗   

          ⃗        ⃗⃗  
 فىجذ :    وؼُض ما سثق فً 

                      ⃗        ⃗⃗   𝜔    ⃗   𝜔    ⃗⃗  
   𝜔    ⃗    𝜔    ⃗⃗  

            𝜔     𝜔                            𝜔    𝜔   
            𝜔     𝜔                           𝜔    𝜔   
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 إضافي  𝟔 تمرين 

 شاقُىً   محُسان مرؼامذان       ىٍنه 

 ملاصمح تذَن احرناك   وقطح مادٌح ثقٍيح مريرٍا   صاػذ  

 قُج مشمضٌح  ً وقطح مادٌح ىقطغ واقص ذؤثش ف

 مرىاسثح مغ تؼذ وقطح ػه مشمض اىجزب  

 أمرة مؼادلاخ اىحشمح ىيىقطح اىمادٌح 

 اىثاتد   إرا فشظىا أن اىمسرُي ٌذَس حُه اىمحُس   

 َرىل حسة مؼادلاخ لاغشاوج . ωفً اىفشاؽ تذَسان مىرظم سشػرً  

 الحل 

                          وؼيم أن مؼادلاخ اىقطغ اىىاقص ًٌ :      

وؼيم أن مؼادىح لاغشاوج                   
 

  
 

  

    
 

      

   
   

      ،     َقُج اىثقو               اىقُج اىجارتح مشمضٌح      

  َوؼيم أن اىطاقح اىحشمٍح ًٌ 
 

 
   

               
 

 
    

    
   

                                      

  َمىً اىسشػح اىىسثٍح    
                        

                            

⃗⃗                      َاىسشػح اىجشٌح  ⃗  𝜔     | 
   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 𝜔  
   

|   𝜔   ⃗⃗⃗  

  ⃗⃗  ⃗   𝜔         ⃗⃗⃗                   
  𝜔           

 ترؼٌُط فً قاوُن اىطاقح اىحشمٍح  وجذ :

  
 

 
 [                        𝜔          ]

  

   
                            

 

  
 
  

   
                      

  

  
                              𝜔             

   َاخزوا اىثقو ساىة لاوً ػنس دَسان  قُج اىجزب ((   ًٌ قُج اىثقو َ      ذخعغ ىقُذٍه))  اىقُج 
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    ∫                                        

    ∫                               

 
  

    
   

 
                    

   

 
        

    
   

 
                    

                                 
   

 
                    

  

  
                                        

وؼُض فً مؼادىح لاغشاوج فىجذ :

                                                 

 𝜔                                                 

 إضافي  𝟕 تمرين 

ٌذَس فً مسرُي ثاتد    ثقيٍا مٍمو ملاصمح تذَن احرناك ىيمحُس   وقطح مادٌح مريرٍا   ىرنه 

 مشمضٌح دافؼح مرىاسثح ػنساً مغ مشتغ اىثؼذ ػه اىمشمض.قُج   ٌؤثش فً  𝜔تذَسان مىرظم سشػرً 

 أكتة معادلات الحركة اعتماداً على معادلات لاغرانج .

 الحل 

 ، َتاىراىً ػىذوا دسجح حشٌح َاحذج .   َاىمسرُي ٌذَس حُه    وقطح ذرحشك ػيى   

       مه ػثاسج اىطاقح اىحشمٍح وجذ
 

 
   

                
 

 
    

    
   

                                               اىسشػح اىىسثٍح ًٌ
      

   لان اىحشمح فقػ ػيى اىمحُس      حٍث 

𝜔   َاىسشػح اىجشٌح ًٌ           | 
   ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗⃗  

  𝜔
   

|   𝜔  ⃗⃗               
    𝜔  

  َمىً 
    

    
               

        𝜔   

 َترؼٌُط تقاوُن اىطاقح اىحشمٍح وجذ :   
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        𝜔   

 ىشنو :َتما أن اىقُج دافؼح مرىاسثح ػنساً مغ مشتغ اىثؼذ فئوٍا مه ا

  
   

                   ∫
   

       

      ∫                       
  

 
  

وؼيم أن مؼادىح لاغشاوج ًٌ  :      
 

  
 
  

    
      

  
 

  

  
  𝜔                  

  

   
     

 

  
 
  

   
                   

  

  
 

   

  
   

 َتاىرؼٌُط فً مؼادلاخ لاغشاوج وجذ :

      (𝜔   
  

   )                     
   𝜔   

  

    

( َتاىراىً وحص ػيى مؼادىح     شذثح اىثاوٍح ، ىحيٍا وعشب اىطشفٍه تــ) ًٌَ مؼادىح ذفاظيٍح مه اىم

 اىحشمح .

 إضافي  𝟖 تمرين 

 شاقُىً صاػذ    حٍث    √  ذرحشك ػيى اىمىحىً   ثقٍيح مريرٍا   وقطح مادٌح  

 (  فً اىمُظغ )   ثم احسة اىسشػح ىيىقطح     ذنامو اىطاقح اىحشمٍح ىيىقطح اىمادٌح  أمرة مؼادلاخ

 تذَن حشمح اترذائٍح .    ػيماً ان اىىقطح ذشمد فً اىمُظغ 

 الحل 

      وؼيم أن ػثاسج ذنامو اىطاقح ًٌ      

  َػثاسج اىطاقح اىحشمٍح   
 

 
                  

 

 
           

  √                                                            
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   ∫                        

 ذنامو اىطاقح اىحشمٍح وجذ :َمىً تاىرؼٌُط فً قاوُن 

 

 
                        

    وجذ   √   مه وص اىمسأىح َترؼٌُعٍا تــ       مه ششَغ اىثذء 

                         

وجذ..      َتاىراىً تاىرؼٌُط تاىؼلاقح 
 

 
                    

 

 
                                

 

 
                    

 

 
                                                

      √         
 ًٌَ سشػح اىىقطح اىمادٌح .

 

 

 

 

 

 

 

 المقرر انتهت  

 إعداد : محمد علي فليون ** راما جوهر**عبير خزنة كاتبي


