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 هدى شماطالمادة:  ةدكتور ◄

 الفضاءات عنوان المحاضرة :                سادسةالمحاضرة :ال◄

 سنتعزف في هذه المحاضزج على :

 تزكية الدوال المستمزج تالإضافح إلى مثزهنتين.-1

 تعض التعاريف والنتائج. مثزهنح القيم الوسطى و وقسمح الدوال و جمع وضزب  -2

 .الأمثلحالاستمزار المنظم وتعض  -3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  4تــحـلـيــــل  

𝑥0 ًمستمر ف 𝑓 ⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0:   𝑥 − 𝑥0  < 𝛿
⇒  𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) < 𝜀              

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0: 0 <   𝑥 − 𝑥0  < 𝛿
⇒  𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) < 𝜀 

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0,   𝑥 − 𝑥0  < 𝛿
⇒  𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) < 𝜀              

:𝑓لتكن   مبرهنة: 𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ   ولتكن𝑥0 ∈ 𝑆 ∩ 𝑆′ :عندىا 

 عندئذٍ تحقق أنّ: 𝑥0مستمرة عند  𝑓لنفرض أن  :الإثبات

𝑥0لكن  ∈ 𝑆′  أي𝑥0   نقطة حدٌة𝑥 ≠ 𝑥0 

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0لنفرض أن و بالعكس ,  𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

 نمٌز حالتٌن:

𝑥(أ = 𝑥0  فً هذه الحالة ٌكون 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 0 < 𝜀 
𝑥(ب ≠ 𝑥0  ًفً هذه الحالة مباشرة 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) < 𝜀  حٌث

  𝑥 − 𝑥0  < 𝛿 
 

 فإن: مستمرة عندىا  𝑓و الدالة  𝑆لـ  حديةنقطة 𝑥0إذا كانت  نتيجة:  
 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = 𝑓 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0 𝑥 = 𝑓(𝑥0)  
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 تنويه :

 وجدنا في المحاضرة السابقة أن :  
 

   
( , )→(0, )

 ( ,  ) =
 

 
 

 ( ,  ) =

{
 
 

 
          0                                      

( ,  ) = (0,0)
 

,   ( −  )   -
 
 −  

   ( −  ) 
 ( ,  ) ≠ (0,0)

 

 لأن : ( ,0)ولكنيا غير مستمرة عند 
   

( , )→(0, )
 ( ,  ) =

 

 
≠  (0, ) = 0 

 غير مستمرة .  إذاً الدالة 
 

 

 

 

 

 

 

 

لا نستطيع استخدام المبرىنة السابقة إلا إذا كانت النقطة حدية و تنتمي لساحة انتبه: 
 التعريف.

 

∃ 𝜀 > 0, ∀𝛿 > 0:   𝑥 − 𝑥0  < 𝛿 ⇒  𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) 
> 𝜀     

 مثزهنح:

:𝑓 لتكن 𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ     ولتكن𝑥0 ∈ 𝑆   بحٌث𝑥0  غٌر حدٌة لـ𝑆  أي𝑥0 ∈ 𝑆\𝑆′ ( أي𝑥0 
 منعزلة(

 .𝑥0مستمرة عند  𝑓تكون الدالة  عندئذٍ 

 أي: 𝑥0غٌر مستمرة عند  𝑓نفرض جدلاً أن  الإثثاخ:

𝑥أ(    نمٌز حالتٌن: = 𝑥0  ,  𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) = 0 < 𝜀  وهذا ٌناقض كون𝜀 > 0. 

𝑥ب( ≠ 𝑥0   أي جوار لـو بالتالي يكون𝑥0  يتقاطع مع𝑆  بنقاط مختمفة عن𝑥0  
⇐𝑥0 يا غير حديةبأن نقطة حدية وىذا يناقض الفرض  

 .𝑥0مستمرة عند  𝑓أي أن 
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 مبرهنة:

: لتكن        ⊆ ℝ → ℝ         ً0 مستمرة ف. 

: و           ⊆ ℝ → ℝ         ً0 مستمرة ف. 

0 حٌث  ∈  ∩  عندئذ:    

 )    :  ∩  ⊆ ℝ → ℝ 

 .0 تكون مستمرة فً 

 )     :  ∩  ⊆ ℝ → ℝ 

 0 تكون مستمرة فً 

 ) 
 

 
:  ∩  \* :  ( ) = 0+ → ℝ   

 0 تكون مستمرة فً 

 ( تركٌب دوال مستمرة هو دالة مستمرة أي:4

 ⊆ ℝ 
 

                           
→         

مستمرة ف0ً 

ℝ

 
                             
→         

مستمرة فً(0 ) 
ℝ 

 حٌث  تركٌبهم رمزه  عندئذٍ 

 =      ⊆ ℝ → ℝ .دالة مستمرة 

 

 

 

 

⊇ ليكن  ℝ ≠ 0 
 أنيا محدودة من الأعمى إذا تحقق :  نقول عن  (1

∀ ∈   , ∃ ∈ ℝ      

 أنيا محدودة من الأدنى إذا تحقق :  نقول عن  (2
∀ ∈   , ∃ ∈ ℝ      

 )دون برهان(مبرهنة القيمة الوسطى:

:𝑓لتكن  𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  دالة مستمرة على𝑆  و𝑆  مجموعة مترابطة, ولتكن𝛼 ∈ ℝ, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 

𝑓(𝑥)حٌث  < 𝛼 < 𝑓(𝑦) 

𝛽∃عندئذ:                                    ∈ 𝑆 , 𝑓(𝛽) = 𝛼  
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 من الأعمى ومن الأدنى إذا تحقق :  أنيا محدودة   نقول عن  (3
∀ ∈   , ∃ > 0     <   

= : لٌكن     العنصر الأعظمً  (4   حد أعلى وٌنتمً للمجموعة   عندئذ :      
= : لٌكن     العنصر الأصغري  (5   حد أعلى وٌنتمً للمجموعة   عندئذ :      

= لٌكن :     أصغر حد أعمى  (6  حد أعلى   عندئذ :      
> فإن   إذا وجد حد أعمى أخر وليكن   أو عن طريق التعريف :  

∀ε > 0 , ∃ 0 ∈     0  >  −   
= لٌكن :     أكبر حد أعمى  (7  حد أدنى  عندئذ :      

< فإن   إذا وجد حد أدنى أخر وليكن   أو عن طريق التعريف   
∀ε > 0 , ∃ 0 ∈     0  >     

: لتكن    ⊆ ℝ → ℝ  :تعريف

 محدودة من الاعمى. ( ) أنيا محدودة من الاعمى اذا كانت مجموعة قيميا   نقول عن الدالة  .1

∀ ∈   , ∃  ∈ ℝ   ( )     
          .محدودة من الادنى ( ) أنيا محدودة من الادنى اذا كانت مجموعة قيميا   نقول عن الدالة  .2

∀ ∈   , ∃  ∈ ℝ   ( )     
 .محدودة من الاعمى ومن الادنى ( ) أنيا محدودة اذا كانت مجموعة قيميا   نقول عن الدالة  .3

∀ ∈   , ∃  > 0    ( )     

 :  لمجموعة قيم دالة     و     تعريف ال  .4
∀ ∈   , ∃ 0 ∈   ,  ( )   ( 0) :⏟

عندئذ
    ( ) =  ( 0)   0 ∈   

∀ ∈   , ∃  ∈   ,  (  )   ( ):    ( ) =  (  )   ∈   
 :    و     تعرف ال  .5

وذلك لأن مجموعة قيم     و     دالة حقيقية ومحدودة عندئذ يوجد لمجموعة قيمة   إذا كانت 

فيي  ℝمحدودة فيذه المجموعة محدودة وجزئية من   وبما أن   الدالة ىي مجموعة جزئية من 

    و     تتصف بخاصة أكبر حد أدنى وأصغر حد أعمى ومنو يوجد لمجموعة القيم 
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مثال  : 

: لتكن  ,0, - → ℝ  

   ( ) =     

 -  0,حل الدالة مستمرة بانتظام على المجال 

 الحل :  

∀ε > 0   ∃  > 0  ∀  ,    ,0  -   ‖  −   ‖ < δ 

    
 −   

  < ε 

    
 −   

  =     −           <          

 لكن 

0       

                  

0       

 ومنه نجد أن :

=           إذاً نختار          

   
 −   

  < δ           

∀  ,   ∈ ,0, -     |  
 −   

 | <   

   - ,0,مستمرة بانتظام على المجال    fومنه نجد أن 

 نتائج :

مستمرة بانتظام وهً محدودة أي تملك    ⇐دالة مستمرة على مجموعة متراصة   إذا كانت   -1

 حدها الأعظمً وحدها الأصغري  الدالة  

∀ε > 0   ∃𝛿𝜀 > 0  ∀ 𝑥 , 𝑥    
متحولٌن

𝜖𝑆   ‖𝑥 − 𝑥 ‖ < 𝛿   𝑓(𝑥 ) − 𝑓(𝑥 ) 

< 𝜀 

 تعريف الاستمرار بانتظام ) المنتظم ( :            

:𝑓نقول عن الدالة     𝑆 ⊆ ℝ𝑛  ⟶ ℝ   بأنها مستمرة بانتظام علىS  إذا وفقط إذا تحقق

 الشرط :

 𝑠مستمرة على  𝑠 ⟸  𝑓مستمرة بانتظام على  𝑓إذا كانت  -1أي: 

 غٌر مستمرة بانتظام.  𝑓    ⟸غٌر مستمرة 𝑓إذا كانت  -2
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 دوال مستمرة بانتظام هً دالة مستمرة بانتظام. تركٌب -2

 

 

 

 

 

 

 تمرين :

+ℝ         *(0,0):  لتكن لدٌنا  ⟶ ℝ 

( ,  ) ⟶  ( ,  ) = (     )    
 

  
 

(0,0) ⟶( , )   أثبت أن     ( ,  ) =  حسب التعرٌف :    0

 الحل :

 حدٌة  (0,0)إن النقطة 

∀ε > 0, ∃ > 0:   ( ,  ) − (0,0)  <  ⇒ |(     )    
 

  
− 0| <   

 لننطلق من 

|(     )    
 

  
| =         |   

 

  
|         <   =                

 لأن

 

‖( ,  ) − (0,0)‖ = ‖ ,  ‖ = √     <           
 بالتربٌع         

 

 وبالتالً :

∀ε > 0, ∃ = √ > 0 ,   ( ,  )  <  ⇒ |(     )    
 

  
| <   

 

(0,0) ⟶( , )   إذاً    ( ,  ) = 0 

𝑥 ⟶ 𝑥  𝑥 −   

 مثال :

- , −, :𝑓نأخذ الدالة                                   ل ⟶ ℝ 

 مستمرة بانتظام . 𝑓هل 

𝑥  𝑥والدالة  ومتراصة مجموعة مغلقة ومحدودة - , −,إن  − هً دالة مستمرة سواء   

فهً مستمرة  - , −,دالة مستمرة على مجموعة متراصة  𝑓كان )جمع , ضرب , طرح( إذن 

 بانتظام .
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 : ينتمر

 حٌث : (0,0)فً النقطة   ادرس استمرار الدالة 

 :ℝ → ℝ 

 ( ,  ) {

  

     
       ( ,  ) ≠ (0,0)

 
0                   ( ,  ) = (0,0)

 

 الحل:

∀ε > 0, ∃ > 0:   ( ,  ) − (0,0)  <  ⇒ |
  

     
− 0| <    

 لدٌنا:

  ( ,  ) − 0 = |
  

     
| =

  

     
=
     

     
                                                           

  ⏟
(حٌث        )

          

     
=   <      <    

=  نختار   ومنه:  

∀ > 0, ∃ = √    ( ,  ) − (0,0)  <  ⇒   ( ,  ) −  (0,0) <   
 .(0,0)مستمرة عند   أي أن 

 

 انتهت المحاضرة 

 

 

 

 


