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 دكتور المادة: خليل يحيى ◄

 حركت نقطت ماديت مقيدة عنوان المحاضرة :                              السادست المحاضرة◄

 بسم الله  وبالله  المستعان  ...لنبدأ  زملائي في محاضرتنا التي سنتناول  بها تتمت حركت نقطت في حقل الثقالت الأرضيت .

 حركة  نقطة مادية في حقل الثقالة الأرضية بوجود " وسط مقاوم "

      ، تتحرن فً وسط مماوم، ولتأخذ هذه المماومة متناسبة مع السّرعة،  نمطة مادٌّة، كتلتها   لتكن 
⃗⃗  ومن الشكل:    ⃗       ⃗⃗⃗ ثابت ٌتعلك بطبٌعة   ثابت موجب ٌتعلك بطبٌعة الوسط ، حٌث   حٌث   

 معادلات الحركة. أوجد المطلوب :الوسط الذي تتحرن فً النمطة المادٌة 

 الحل 

⃗⃗                لانون التحّرٌن الأساسً لدٌنا:حسب   ⃗  ∑  ⃗⃗  ⃗  

                                                 

                 ,                                :  نمسَّم على 

 : ، نحلهّا وهً المعادلات التفاضلٌةّ للحركة

                                :   لنأخذ المعادلة 
   

  
      

لات:  وهً معادلة تفاضلٌةّ لابلة لفصل المتحوِّّ

   

                               |  |         

 ...من شروط البدء    نعٌن

    {
       

                        
 

                                         ومنه:

|   |  نعوِّّض بالمعادلة فنجد:                      

 1ميكانيك  ال
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  |
   

      
|                   

   

      
      

       
                      

  

  
     

        

                               
            

   :              بالمكاملة نجد
  

 
            

 ونعوض ...         نحتاج الشروط:  من شروط البدء   ن نعٌ

   
  

 
                       

  

 
                   

  

 
                

 بالتعوٌض نجد:

   
  

 
         

  

 
                   

  

 
             

 

                                :   لنأخذ المعادلة 
   

  
              

             لات:تفاضلٌة لابلة لفصل المتحو دلةوهً معا
   

          

 : ثم المكاملة  بضرب الطرفٌن بــ 

  |     |         

 : من شروط البدء    نعٌن

    {
       

                        
 

 |         |                   :  بذلن نجد أن

|     |  عوٌض:         بالتومنه         |         | 

 الً: وبالت

  |
     

         
|                     

     

         
      

                                                            

 فنحصل على:  الطرفٌن على  نمسم

  𝑜𝑥على المحور نمطة مادٌة حركة وهً المعادلة التً تمثل 
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  معادلة تفاضلٌة لابلة لفصل المتحولاتوهً    

  

  
 

         

 
      

     

 
                (

         

 
     )    

     

 
    

 : بالمكاملة نجد

   
         

        
   

 
      

 من شروط البدء:    نعٌن

    {
       

                        
  

                           فنجد أن :
         

   

 : الًوبالت

   
         

         
   

 
  

         

   

  
 

  
                    

   

 
  

 

 الحركة المقيدة للنقطة المادية 

ٌمكن  عند دراسة حركة النمطة المادٌة سوف ننطلك من بدٌهٌة الارتباط التً تنص على أنه   مقدمة :

استبدال الارتباطات المفروضة على هذه النمطة بردود  بشرطحركة النمطة المادٌة كنمطة طلٌمة معالجة 
حركة أفعالها تماماً كما هو فً ابحاث التوازن وعلى هذا الاساس ٌنحسب الفرق الاساسً بٌن دراسة 

بلزوم إضافة ردود الأفعال كموى مؤثرة على النمطة الممٌدة  حركة نمطة طلٌمة ودراسة  نمطة ممٌدة
تحرٌن النمطة وهكذا نرى أن الوظٌفة الاساسٌة ل ة المطبمة على هذه النمطةبالإضافة إلى الموى الخارجٌ

 . المادٌة الممٌدة هو تحدٌد لانون الحركة لهذه النمطة بالإضافة لإٌجاد ردود الأفعال

 المعادلات التفاضلية لحركةِ نقطةٍ مادية على منحني في الإحداثياّت الديكارتية

هذا المنحنً معرف  الذي تتحرن علٌه نمطة مادٌة ٌتغٌر مع مرور الزمن، نفرض أن منحنًلنفرض أن ال

                        و                :    بتماطع السطحٌن

⃗⃗    :  ن الأساسًحرٌوبالتالً حسب لانون الت  ⃗    ⃗⃗  ⃗  

                             : بالإسماط
   

   
     

 .𝑜𝑧وهً المعادلة الثانٌَّة تمثل حركة النمطة المادٌة على المحور 

 :  ملاحظة
𝑑 𝑟

𝑑𝑡 
هو المشتك الثانً  

للحركة بالنسبة للزمن وٌمكن أن 

نرمز لها بالشكل 
𝑑 𝑟

𝑑𝑡 
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 وهً ممٌدة فلها ثمل ورد فعل  ،وبما أن النمطة المادٌة تتحرن على المنحنً

 هً رد فعل المنحنً وهو متجه حسب الناظم    و مؤثرة على النمطة المادٌةة الهً المو     : حٌث
 ٌكون)) الارتباط مثالً ((وأن رد وبالتالً بدون احتكان، حركة النمطة المادٌة تتم وذلن  بافتراض أن

        أي       كرًد    الفعل 

   ل ح الأوهو عبارة عن رد الفعل على المنحنً بالنسبة للسط   حٌث: 

 .  انً المنحنً بالنسبة للسطح الثعلى فعل الد هو عبارة عن ر          

اظمً هو المستوي لمستوي النٌمعان فً المستوي الناظمً للمنحنً حٌث " ا      نرى أن ملاحظة :  

حسب هذا ،  جهلسطح ٌتطابك مع شعاع تدرجاه الن اظم على اوبالتالً فإن ات"  العمودي على المماس
 التطابك نستطٌع أن نكتب :

                                               

 ٌجب تعٌٌنها ومنه ٌكون لدٌنا ((مجاهٌلمضارٌب ))      حٌث: 
 لنمطة مادٌة ممٌدة نجد : حسب لانون التحرٌن الاساسً

                                   
   

   
                        

         وبالتالً إذا أخذنا المٌم العددٌة ٌصبح   
  

|       |
                

  

|       |
 

|       |              حٌث :         √(
   

  
)
 
 (

   

  
)
 
 (

   

  
)
 
       

  |       |  √(
   
  

)
 

 (
   
  

)
 

 (
   
  

)
 

     

 .  ٌدعى الوسٌط التفاضلً لــ        ,     ٌدعى الوسٌط التفاضلً لــ     حٌث: 

                 وبالتالً أصبح لدٌنا :
  

   
                          

  

   
 

            نجد :بالإسماط  و
   

   
      

   

  
   

   

  
        

 
   

   
      

   

  
   

   

  
        

 
   

   
      

   

  
   

   

  
        

 من.مع مرور الز ٌتغٌرة نمطة مادٌة على منحنً فاضلٌة لحركوهً المعادلات الت

                                            لها معادلات الارتباط:  نضٌف

  ((           ))بخمس مجاهٌل تابعة للزمن  توابعأصب ح  لدٌنا خمس 
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 مثال

    ⃗⃗       ⃗      معٍىت بالشنل :    تخضع لقىة    وقطت مادٌت متلتها  Mتخضع 

  وصف قطز التقىس .  شعاع الىاظم ،   ⃗⃗ شعاع المسار،   ⃗ أوجذ معادلت الحزمت ، حٍث 

 الحل 

  وجذ :        هىا تنىن القىة على الإحذاثٍاث الذاتٍت ، واوطلاقاً مه قاوىن التحزٌل الاساسً 

  
  

  
         

 
  

 
           

        وجذ    مه المعادلت 
  

  
                                           

                       (       ومه شزوط البذء تنىن) 
  

  
               

   

 
     

           وجذ    مه المعادلت 
  

 
                                             

     

وعلم أن :  
  

  
 

  

  
                                         

                               (      ومه شزوط البذء تنىن) 
 

 
 

 فىجذ :     معادلت بال   الزمه وعىض

  
 

    
  

مثال 

   بحٍث تىزلق وهاٌته ، مهمل النتلت ٌتحزك فً الفضاء    قضٍب طىله    

 فتىزلق  اما وهاٌته ،     بذون احتناك على المستىي الافقً 

 ،   بذون احتناك على المحىر الشاقىلً  

 متىضعت فً مزمز ثقل القضٍب ،  وقطت مادٌت متلتها    

 .  اكتب معادلة الطاقة الحركية للنقطة  

 الحل : 

 وأخذ جملت الإحذاثٍاث النزوٌت 

                                      

⃗⃗    علىسماط بالإ   نجد  ⃗ 

  وهً معادلة المسار الحلزونً 

⃗⃗⃗ T  علىسماط بالإ   نجد   
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 فىجذ :    وشتق المعادلاث 

                             
                              

              

  ووعلم أن معادلت الطاقت الحزمٍت هً 
 

 
    

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗            ⃗                             ⃗  
                             

                                   
                                      

                                 
                                                

 بفل التزبٍع وجذ :    
                                                

                                    

                                                          

 بالإصلاح والمطابقت وجذ :

     [                             ] 

   [                             ]              

         [                  ] 

       [                  ]              
                                    

                       
 وعىض فً قاوىن الطاقت الحزمٍت فىجذ : 

  
 

 
 (                   ) 

 انتهت المحاضرة

 إعداد : محمد علي فليون ** راما جوهر**عبير خزنة كاتبي


