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 حمزة الحاكميالمادة:  دكتور ◄

   الزمرة عنوان المحاضرة: ◄                ثامنةال :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  العلمي :المحتوى 

 سُُهي انفصم الأول وَبذأ بًقذيت عٍ انفصم انثبَي .. انًذبضشة حخضًٍ : 

  يٍ انفصم الأول : حًهيذيت اقهيذط 

  يٍ انفصم انثبَي : حعبسيف ويبشهُبث وأيثهت 

 

 

 

 

 

 

 

 

   عندئذ      ٌقسم الجداء   اعداد صحٌحة   إذا كان         عددأولً و    لتكن تمهيدية اقليدس :

 .   أو    إما  ٌقسم 

 الإثبات :

لا    ولنفرض أن         بحٌث       عندئذ ٌوجد عدد صحٌح      ٌقسم الجداء   لنفرض أن 

 . ٌقسم      ولنبرهن أن  ٌقسم

ولو فرضنا أنه لا ٌقسم عندئذ لا  (   )إذا أخذنا أي عدد مع عدد أولً فإن القواسم هً توضيح :

 ٌبقى قواسم أخرى غٌر الواحد .

(   )   عندئذ    أولٌان فٌما بٌنهما    

                  

  1البنى الجبرية  

0 ≤ 𝑟 <  𝑏  

𝑔𝑐𝑑(𝑎 𝑏)  𝑠𝑎  𝑡𝑏  

∀ 𝑎  𝑏   ℤ ; 𝑏 ≠ 0     𝑞  𝑟   ℤ    ;   𝑎  𝑞𝑏  𝑟         

𝑎عذد صذيخ ديث 𝑎نيكٍ  > أوني في  𝑎َقىل اٌ   

𝑍  ارا كبَج يجًىعت قىاسًه*  −
+   𝑎−

+  +  . 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

 Maths_WhatsApp : 0991921144             Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math – 2nd Year  
 

2 

               

        لان               

   (       )    

  ٌقسم العدد   هذا ٌبٌن أن 

 وهو المطلوب..

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ℤ    ℤ    ℤ   ℤ   جًع الأعذاد انصذيذت عًهيت ثُبئيت عهى 

 ىعت غيش خبنيت يضودة بقبَىٌ حشكيم داخهي وادذ عهى الأقم .. ــ انبُيت انجبشيت هي يجً

 مجموعة غٌر خالٌة ولٌكن التطبٌق :  لتكن  

 ( عبارة عن إشارة ضرب.)               

 تشكل زمرة اذا حققت الشروط التالٌة: (   )نقول ان الثنائٌة   عملٌة ثنائٌة على 

1) ∀         ;                                              

 اَخهى انفصم الأول .. 

( يٍ َظشيت انضيش ونكُُب يطبنبيٍ بذساست يب يش سببقب 1فعهيب يبذأ يقشس انبُى انجبشيت )

علايت في الايخذبٌ عهى َظشيت  25عٍ انًجًىعبث و يطبنبيٍ بأسئهت َهبيت انفصم ...  

 انًجًىعبث ) انفصم الأول (  

 انفصم انثبَي :       

يقذيت .. عذ انضيشة وادذة يٍ أهى انبُى انجبشيت وهي حذسط بشكم عبو انخىاص انجبشيت نهعًهيبث 

 .. جًع وضشة انًخجهبث ...(  انشيبضيت ) جًع وضشة الأعذاد .. جًع وضشة انًصفىفبث

 

∗ :  𝐺  𝐺  𝐺 
(𝑎 𝑏) ⟼ 𝑎 ∗ 𝑏 

 :  𝐺مجموعة غٌر خالٌة نسمً كل تطبٌق من الشكل 𝐺ن لتك: 

 كما ٌلً (  ) * سنعبر عنها بدل من اشارة الضرب : 

 𝐺ٌة )قانون تشكٌل داخلً( )عملٌة داخلٌة( على المجموعة عملٌة ثنائ
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2) ∀           ;    العملٌة ( )تجمٌعٌة(   )     (   )  

 
 بحٌث :      عنصر بحٌث     ٌوجد فً  (3

∀       ;  نسمً   محاٌدعنصر                                

4) ∀       ;    −         −    −      

   مقلوب العنصر   − نسمً العنصر 

 أي مجموعة مزودة بقانون تشكٌل داخلً )تطبٌق ( وتحقق الشروط الأربعة السابقة نقول عنها زمرة .. 

 

 

 

 

 

 

 

من حٌث الشكل ٌوجد نوعٌن من الزمر جمعٌة وضربٌة ولكل نوع مجموعة من الزمر نمٌزها وفق 
 الجدول : 

 الزمرة الجمعٌة 
  

 الزمرة الضربٌة
  

         شكل العناصر
     0 العنصر المحايد

  − هو    مقلوب    هو  نظٌرa المقلوب أو النظير

                −    (  )   التشكيل
    هو   مضاعف  المضاعف أو القوة

    
:  هً    قوة      

 

 

 

 

 

∀ 𝑎 𝑏 𝜖 𝐺 ;   𝑎 𝑏  𝑏 𝑎             

 إنها تبدٌلٌة إذا حققت الشرط : (  𝐺)نقول عن الزمرة 

 

 نسمٌها زمرة ضربٌة. ( )الزمرة التً تحتوي العملٌة الثنائٌة ــ

 نسمٌها زمرة جمعٌة. ( )ــ الزمرة التً تحتوي العملٌة الثنائٌة

𝑎𝑛  

 
 
 

 
 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎    𝑎         

𝑛مرة

             𝑛 > 0
𝑒                                 𝑛  0
𝑎−  𝑎− ……𝑎−            

𝑛− مرة

      𝑛 < 0
 

    𝑎 𝜖 𝐺 و  𝑛 𝜖 𝑍زمرة و   𝐺لتكن 
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تشكل زمرة جمعٌة تبدٌلٌة  (  ℤ)عداد بالنسبة لعملٌة الجمع هً الأ  ℤ_ مجموعة الأعداد الصحٌحة 
 .والعنصر المحاٌد فٌها الصفر

 لٌست زمرة بالنسبة لعملٌة ضرب الاعداد لأنها لا تحقق هذا الشرط : (  ℤ)ـــ

      ℤ   
 

 
  ℤ  وبذلك لا تحقق الشرط الأخٌر فهً لٌست زمرة بالنسبة   لا ٌوجد مقلوب للعدد

 للضرب

( )  ـــ لنفرض ان  {(
  
  

)}            

 مجموعة المصفوفات المربعة من المرتبة الثانٌة .

تشكل زمرة جمعٌة بالنسبة لعملٌة جمع المصفوفات , والعنصر المحاٌد فٌها هو المصفوفة  ( )  ان 
 الصفرٌة وهً اٌضاً تبدٌلٌة )جمع المصفوفات تبدٌلً(

( )  ونظٌر العنصر   (
  
  

)هو    (
  
  

)  (
    
    

)   

∗ مجموعة الأعداد الحقٌقٌة   ـــ لتكن  تشكل زمرة ضربٌة بالنسبة لعملٌة ضرب الأعداد  +0*    

  الحقٌقٌة المحاٌد فٌها هو 

 زمرة عندئذ :  (   )لتكن 

 وحٌد .   العنصر المحاٌد فً  (1

 وحٌد .   مقلوب أي عنصر فً  (2

                           ∀قانون الاختصار محقق أي إذا كان (3
    فإن  
4) ∀     ; ( − )−      

5) ∀         ……         ;        
(         ……     )

−    
−    − 

−    − 
− ……     

−  

 الإثبات :

 كل منهما عنصر محاٌد لنأخذ الجداء لهذٌن العنصرٌٌن             لٌكن  (1

                  

   كل منهما مقلوب للعنصر            ولنفرض أن       لٌكن  (2

            فإن :    هو المقلوب  ل   طالما 

            فإن :    هو مقلوب العنصر    طالما 
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         (    )     (    )             

 فإن:         بحٌث :          لتكن  (3

 −  (   )   −  (   )    (   − )   (   − )      

 وٌحقق:    −( − )وان         −        عندئذ       لٌكن  (4

 − ⏟
عنصر

 ( − )−      
مقلوبه

   

  نضرب الطرفٌن ب 
( − )−    

 من خلال الاستقراء :ٌتم اثباته  (5

     نثبته من أجل 

  −(   )        وإن        عندئذ          لٌكن

    −(   ) (   )وٌحقق

 (  (   )− )         

 من الٌسار  − نضرب بـ 

  (   )−   −  

 من الٌسار  − نضرب بـ 

(   )−   −  −  

 

 

 

 

 :عندئذ  الشروط الاتٌة متكافئة   وغٌر خالٌة فً  مجموعة جزئٌة   زمرة و  ( )لتكن 

 .   زمرة جزئٌة فً     (1

 تحقق الشروط الاتٌة :    (2

 ∀         ;       (a) 

 ∀       ;    −     (b) 

مجموعة جزئٌة غٌر خالٌة   𝐻زمرة و  (  𝐺)لتكن 

زمرة بالنسبة لنفس  (  𝐻)إذا كانت 𝐺زمرة جزئٌة فً  𝐻نقول ان 𝐺فً 

 زمرة بحد ذاتها .  𝐻او بمعنى آخر إن 𝐺العملٌة المعرفة على 
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3) ∀         ;    −      

 الاثبات :

 محققة .    زمرة جزئٌة عندئذ الشروط    لنفرض أن (   )

هناك مقلوب عندئذ     فحسب الفرض لكل عنصر فً       عندئذ          لٌكن (   )

.و ذلك حسب      −   نجد:  وحسب الشرط       −   اصبح لدٌنا وحسب الفرض      − 
 الفرض

≠ زمرة  لدٌنا فرضاً   لنبرهن ان (   )  :فهً تحوي عنصر على الأقل∅

  وحسب الفرض     لٌكن     −    

  واصبح لدٌنا     لٌكن −     −          
  التجمٌعٌة محققة على عناصر  
  نأخذ3فأن حسب     −   عندئذ        لٌكن )         ( − )−       

  ومنه نجد ان داخلً على 

 . زمرة  وبالتالً هً زمرة جزئٌة فً  (   )ومنه نجد ان  

  عهى بعض انضيش انجضئيت في 

< ونيكٍ  ℤنُأخز صيشة الاعذاد انصذيذت   عذد صذيخ ونُأخز انًجًىعت 0

  ℤ  *           ℤ+  *0+ 

 لاٌ: ℤحشكم  صيشة جضئيت في  ℤ اٌ انًجًىعت  

 ℤ  ℤ   ٌوأ ℤ ≠ +0*لاٌ∅    ℤ 

بذلاً يٍ قىة     طشح )هُب انضيشة جًعيت فخصبخ ℤ     ونُبشهٍ اٌ  ℤ     نيكٍ 

   −  ) 

 ℤ      ديث        ,     فإٌ:  ℤ     بًب اٌ 

 .ℤصيشة جضئيت في    ويُه فإٌ  ℤ    (     )            فإٌ 

هزا انًثبل وسد في اسبع دوساث سببقت يخخبنيت ويٍ أكثش الأخطبء انشبئعت 

      بذل             كخببت 
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; *  زمرة تبدٌلٌة فإن المجموعة   لٌكن   تشكل زمرة جزئٌة فً +        

    و أن

≠ ∅بذيث     فإٌ            نًب كبٌ      

;            عُذئز       نيكٍ                         

   −     ;  ( − )      

(  − )      −        −      ( − )          

  صيشة جضئيت في   ببنخبني فإٌ        ويُه    

 اَخهج يذبضشحُب نهيىو والآٌ سُذسج دم وظبئف سببقت نى يخى إدساجهب .. َعخزس عٍ انخأخيش 

هً علاقة تكافؤ   المعرفة على ( )اسرة من المجموعات ان العلاقة   لتكن   

 . على

 البرهان :  

 لنعرف العلاقة 

                     :   
متباٌن

غامر
  

:    ٌوجد تطبٌق مطابق :     اي مجموعة من اجل   -     

   ( )    

 انعكاسٌة . ( )ومنه فإن  (   )فإن  ( )وهو متباٌن وغامر فرضاً واستنادا لتعرٌف العلاقة 

: فإنه ٌوجد تطبٌق     وبحٌث        اي مجموعة من اجل    
متباٌن

غامر
  

: − تقابل فٌوجد تطبٌق عكسً ولٌكن   وبما ان التطبٌق    
متباٌن

غامر
  

 .تناظرٌة  ( )وبالتالً فالعلاقة     وهذا ٌعنً ان 
 

 فإنه ٌوجد تطبٌق    C وبحٌث         اي مجموعة من اجل  -

 :   
غامر

متباٌن
  

 :   
غامر

متباٌن
  

            ومنه فإن التطبٌق 
غامر

متباٌن
وبالتالً العلاقة     تقابل فٌؤدي الى ان  hوبما ان  

 متعدٌة . ( )

 . هً علاقة تكافؤ على   ( )مما سبق نستنتج ان العلاقة 

≥ اثبت ان العلاقة  المعرفة على أي مجموعة من القدرات هً علاقة ترتٌب .   
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 البرهان : 

 ل أي مجموعة ٌوجد ما ٌسمى التطبٌق المطابق وهو ٌمثل تطبٌق متباٌن لأج 

       
≥ ومنه العلاقة   علاقة انعكاسٌة .    

  العلاقة ≤  متعدٌة لان :   

      ≤                   ⏞
متباٌن

  

      ≤                      ⏞
متباٌن

  

    
متباٌن

   
متباٌن

    

 أن العلاقة متعدٌة .  متباٌن       ومنه   

≥ لإثبات أن العلاقة   وبما انه ٌوجد تطبٌق  برنشتاين  (( –))كانتور تخالفٌه نكتفً بنص مبرهنة   
 وبالتالً فالعلاقة تخالفٌة .                     متباٌن وحسب المبرهنة فإن   وتطبٌق متباٌن 

 هً علاقة ترتٌب .≥وبالتالً فإن 

 

 انتهت المحاضرة 

 آية بسيكي –آية اليافي  –إعداد:رهف دادا

 ♥تنسيق: ولاء الأخضر

 


