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 يوسف الوادي   : المادة دكتور ◄

 المودولات الجزئية  عنوان المحاضرة: ◄                  الثانية  :المحاضرة ◄

 :المحاضرة أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه  العلمي :المحتوى 

 أمثلة على المودولات -1

 مبرهنة تخص العمليات على المودولات الجزئية-2

 تعاريف-3

مجموعة غير خالية ومزودة بعمليتين الداخلية )+(والخارجية  𝑀كن لت تعريف المودول: :تذكرة

   𝑅).(ومجموعة المؤثرات حلقة ما ولتكن 

+  ∶ 𝑀 × 𝑀 ⟶ 𝑀 

(𝑚1, 𝑚2) ⟶ 𝑚1 + 𝑚2 

.  ∶ 𝑅 × 𝑀 ⟶ 𝑀 

(𝑟, 𝑚) ⟶ 𝑟. 𝑚 

 إذا تحقق ما يلي: 𝑅أنها مودول على  𝑀نقول عن  

 (𝑀,  0𝑀زمرة تبديلية    الحيادي فيها  (+

   كان  أيا𝑚, 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀      و𝛽, φ ∈ 𝑅 : فإن 

1) 1𝑅  . 𝑚 = 𝑚  

2) (φ + 𝛽). 𝑚 = φ𝑚 + 𝛽𝑚  

3) φ(𝑚1 + 𝑚2) = 𝜑𝑚1 + 𝜑𝑚2 

4) 𝜑. (𝛽𝑚) = (𝜑𝛽). 𝑚 

∅ليكن لدينا  المودول الجزئي : ≠ N ⊆ 𝑀 و لتكن K  نقول عن حلقة عندئذN مودول جزئي  أنه

 إذا كان مودول بحد ذاته   𝑀من

 3البنى الجبرية 
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 حقق:أو إذا ت

1- ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁 ; 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑁 

2- ∀ 𝑥 ∈ 𝑁 , 𝑎 ∈ 𝐾 ; 𝑎. 𝑥 ∈ 𝑁 

,𝑀1وكان كل من  𝑅مودولا على حلقة  𝑀إذا كان  مبرهنة: 𝑀2  من مودولا جزئيا𝑀  فإن𝑀1 ∩ 𝑀2 

  𝑀جزئي من مودول

 الإثبات:

,𝑀1بما أن كل من  𝑀2  مودولا جزئيا من𝑀  0فإن𝑀 ∈ 𝑀1, 𝑀2   0وبالتالي𝑀 ∈ 𝑀1 ∩ 𝑀2   

⇒ ∅ ≠ 𝑀1 ∩ 𝑀2 

𝑀1ى لدينا :ومن جهة أخر ⊆ 𝑀      ,      𝑀2 ⊆ 𝑀 

⇒ 𝑀1 ∩ 𝑀2 ⊆ 𝑀 

⇒ ∅ ≠ M1 ∩ M2 ⊆ M 

,𝑥∀وأيضا  𝑦 ∈ 𝑀1 ∩ 𝑀2      :𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀1     و𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀2  

𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀1  𝑀مودولا جزئيا من 𝑀1لأن  ⇐

𝑥و  − 𝑦 ∈ 𝑀2   لأن𝑀2 من مودولا جزئيا 𝑀 

𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀1 ∩ 𝑀2 ⇐ 

∀𝑥 ∈ 𝑀1 ∩ 𝑀2 

𝑥 ∈ 𝑀1 , 𝑥 ∈ 𝑀2 

𝑎. 𝑥 ∈ 𝑀1 , 𝑎. 𝑥 ∈ 𝑀2 ⇐ 

𝑎. 𝑥 ∈ 𝑀1 ∩ 𝑀2 ⇐ 

  ∀𝑎 ∈ 𝑅 

𝑀1مما سبق نجد أن  ∩ 𝑀2 من  مودولا جزئي𝑀 

 ولنعرف : 𝑀أسرة مودولات جزئية من   𝑖∈𝐼{𝑀𝑖}ولتكن  𝐴مودول على  𝑀لتكن  مبرهنة : 
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  ⋂ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼 = { 𝑥 ∈ 𝑀: 𝑥 ∈ 𝑚𝑖     ;   ∀ 𝑖 ∈ 𝐼 }  

⋂أثبت أن  𝑀𝑖𝑖∈𝐼  هو مودول جزئي من𝑀    

 : الإثبات  

1- 0𝑀  ∈ 𝑀𝑖         ( ∀ 𝑖 ∈ 𝐼)       

𝑀𝑖حيث     𝑀مودولات جزئية في  𝑀𝑖وبما أن             ⊆ 𝑀     

                        ⟹   0𝑀  ∈ ⋂ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼   ⟹   ∅ ≠   ⋂ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ 𝑀  

2-   ∀ 𝑛1 , 𝑛2  ∈  ⋂ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼  ,   𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴     

𝑀𝑖بما أن     𝑖∀وذلك    𝑀مودولات جزئية في     ∈ 𝐼 : فإن 

   𝑛1 , 𝑛2  ∈  𝑀𝑖  ,   𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴   ;     ∀ 𝑖 ∈ 𝐼  

𝛼𝑛1 + 𝛽𝑛2   ∈ 𝑀𝑖    ;   ∀ 𝑖 ∈ 𝐼  

𝛼𝑛1    ومنه فإن :                        + 𝛽𝑛2   ∈ ⋂ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼   

⋂ومنه   𝑀𝑖𝑖∈𝐼  مودول جزئي من𝑀 . 

 يعرف المودول الجزئي المولد 𝑀مجموعة جزئية من   𝑆ولتكن   𝑅مودولا على حلقة   𝑀ليكن  تعريف :

< وهو Sونرمز له ب >  𝑆يحوي كل منها  التي  𝑀قاطع جميع المودولات الجزئية منعلى أنه ت 𝑆 ـب

  𝑆يحوي  𝑀أصغر مودول جزئي من 

𝑥نقول إن  𝑀غير خالية من  جزئية مجموعة 𝑆وكانت   𝑅مودولا على  𝑀إذا كان  :تعريف  ∈ 𝑀 

,𝑥1إذا وجد  𝑆تركيب خطي لعنصر  … … . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑆 و𝑎1, … … . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅       بحيث 

𝑋 = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 يرمز لها ب   𝑆مجموعة جميع التراكيب الخطية لعناصر  ملاحظة :

𝐿𝐶(𝑆) 

𝑛حلقة واحدية وليكن   𝑅إذا كانت  (:1)تمرين  ∈ 𝑍∗  لنعرف على𝑅𝑛  كما يلي :عملية )+( 

(𝑥1, … . . 𝑥𝑛) + (𝑦1, … … , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 
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 على النحو التالي : (.)ولنعرف عملية الضرب 

𝑎. (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) = (𝑎𝑥1, … … , 𝑎𝑥𝑛) 

∀𝑎 ∈ 𝑅 , ∀(𝑥1, … . 𝑥𝑛), (𝑦1, … . . , 𝑦𝑛) ∈ 𝑅𝑛 

 𝑅مودولا يساريا على  𝑅𝑛أثبت أن 

 𝑅مودولا على  𝐼فأثبت أن   𝑅فيمثالي   𝐼حلقة وكان 𝑅إذا كانت  ( :2تمرين )

:𝜑إذا كان  ( :3تمرين ) 𝑅 → 𝑆  تشاكل حلقي 

.𝑟لنعرف   𝑠 = 𝜑(𝑟). 𝑠  أثبت أن𝑆   تشاكل مودولا على𝑅 

 فأثبت أن  𝑅مودولا على حلقة  𝑀إذا كان  (:4تمرين)

(−𝑎)𝑥 = 𝑎(−𝑥) = −(𝑎𝑥) 

∀𝑎 ∈ 𝑅  , ∀𝑥 ∈ 𝑀 

 سنورد حل جميع التمارين في المحاضرة القادمة ان شاء الله ملاحظة:

 انتهت المحاضرة 

   بكر مشرف – هرغد جود – هلا همج إعداد:


