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 حمزة الحاكميالمادة:  دكتور ◄

   علاقات التكافؤ عنوان المحاضرة: ◄                الثانية :المحاضرة ◄

 أٌلاً بكم أصدقائي صىدرس في ٌذي انمحاضزة :  العلمي :المحتوى 

 علاقاث انخكافؤ./ مبزٌىاث.-1

𝒫  ّمزاجعت : مه أجو مو عىصش مه ٌزي اىمجمُعح ...  علاقح ذنافؤ عي

 بانشكم :عزفىا صف انخكافؤ 

         *      𝒫 +      
      𝒫 َمجمُعت انخارج ٌي : +      *   

 حمٍيديت :

 عىذئز :         َىرنه     علاقح ذنافؤ عيّ اىمجمُعح  𝒫ىرنه 

                

      عىذما َفقط عىذما    ٌُ وفسً صف اىرنافؤ اىمُىذ تاىعىصش    ) أْ صف ذنافؤ اىمُىذ تاىعىصش 

 البرهان : 

       اوعناسٕح فئن :    𝒫عىذئز ىما ماود اىعلاقح       ىىفشض أن    

 b       𝒫عىذئز حسة  اىرعشٔف       ىىفشض أن   

  𝒫 , َتاىراىٓ طاىما اىعلاقح ذىاظشٔح فئن   𝒫 عىذئز حسة اىرعشٔف       ـ ىٕنه  

     َمىً     َتاىراىٓ   𝒫 مرعذٔح وجذ أن  𝒫َىما ماود اىعلاقح 

  𝒫 مرعذٔح وجذ أن  𝒫َتما أن    𝒫 ذىاظشٔح فئن   𝒫َمىً ىما ماود    𝒫 عىذئز       ـ ىٕنه  

 .     َتاىراىٓ      َمىً  

  1البنى الجبرية  
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 تعريف : 

∑مجمُعح غٕش خاىٕح  ىرنه   ∑وقُه   اىجزئٕح غٕش اىخاىٕح مه  خأسشج مه اىمجمُعا  َىرنه  عه

 إرا َفقط إرا ذحققد اىششَط :    أوٍا ذشنو ذجزئح ىيمجمُعح 

1)      ∑                      
2)          ∑               ⏟

أَ

          

3) ⋃       ∑  

 ـ أْ أوٍا غٕش خاىٕح َغٕش مرقطعح مثىّ مثىّ  .

 ـ ٔمنه اىرعثٕش عىٍا مه خلاه اجرماع مجمُعٍا اىجزئٕح 

 

مثال عهى انخجزئت :        ٔمنه ذجزئرٍا تاىشنو     مجمُعح الأعذاد اىصحٕحح  

           َٔمنه ذجزئرٍا تاىشنو :  

 َٔمنه ذجزئرٍا تأشناه أخشِ .. َتاىراىٓ : اىرجزئح غٕش َحٕذج . 

ٌٓ علاقً ذنافؤ ذُىذ مجمُعاخ جزئًٕ ىٕسد  𝒫  مجمُعح اىخاسج    ـ أبضط مثال عهى انخجزئت ٌُ : 

 خاىًٕ 

 حمٍيديت : 

 .   علاقح ذنافؤ عيّ اىمجمُعح  𝒫ىرنه  

 ملاحظة : 

إىّ مجمُعاخ جزئٕح ,سىذسس خُاص ٌزي  𝑃علاقح اىرنافؤ مه خلاه صفُف اىرنافؤ ذقسم إىّ 

 اىمجمُعاخ اىجزئٕح مه خلاه اىرعشٔف اىراىٓ .... 
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𝒫  أْ مجمُعح اىخاسج        𝒫إن مجمُعح صفُف ذنافؤ اىعلاقح     *      + 

 .   ذشنو ذجزئح ىيمجمُعح 

 البرهان : 

𝒫  ىىثشٌه أوٍا غٕش خاىٕح : ىذٔىا     انشزط الأَل : +      *  

       𝒫                     

انشزط انثاوي :        َعىذئز         𝒫        ىٕنه     

 فئوً سٕرم اىمطيُب  ..         ـ إرا مان   1

 عىذئز ُٔجذ عيّ الأقو عىصش مشرشك :          ـ  إرا مان  2

                    

 َىىرحقق مه رىل :     حسة ذمٍٕذٔح ساتقح إرا اورمّ عىصش ىصف ذنافؤ فئن   

{
            

            
         

 انشزط انثانث : 

      ⋃* +

    

    ⋃ 

   

     ⋃  

     𝒫

       

                                            ⋃       𝒫 

 . ذشنو ذجزئح ىيمجمُعح    𝒫  َمىً اىمجمُعح  

المعرفة على  𝒫عندئذ العلاقة   تجزئة للمجموعة  Σمجموعة غٌر خالٌة ولنفرض ان  لتكن  مبزٌىت:

 بالشكل:  

          𝒫         Σ           

أي  Σهً وفقط هً عناصر التجزئة  𝒫وإن صفوف تكافؤ العلاقة   هً علاقة تكافؤ على المجموعة 
 أن : 

Σ   𝒫⁄  

 البرهان :
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 هً علاقة تكافؤ فإن : 𝒫لنبرهن أن 

1) 𝓟  بما انΣ  اوعكاصيت لأن :  فهذا وحسب الشرط الثالث من شروط التجزئة   تجزئة للمجموعة

  ⋃       Σ   كل عنصر منp  من المجموعات الجزئٌة  الأقلٌنتمً لواحدة على 

⋃   فٌكون       لنأخذ عنصر كٌفً من        Σ  وبذلك 

                 𝒫  

2) 𝓟  حىاظزيت لأن :  لنأخذ عنصرٌٌن كٌفٌٌن

          𝒫                                      𝒫  

3) 𝓟  : مخعديت لأن :            لنأخذ ثلاث عناصر كٌفٌة

 𝒫                      
 𝒫                                                                                                  

 متعدٌة . 𝒫ومنه    𝒫           ومنه      فإن :   تجزئة للمجموعة   كون و
 

نىثبج الان انمضاَاة: 

Σ   𝒫⁄  

 ̅    ولنبرهن ان   ومنه ٌوجد    عندئذ    لٌكن

 ) حسب العلاقة المعرفة بنص المبرهنة ( 𝒫 ومنه       عندئذ    لٌكن 

 ̅    ومنه ̅    وبالتالً 

                  ) و حسب العلاقة المعرفة بنص المبرهنة ( ٌكون    𝒫 عندئذ  ̅    ولٌكن 

 ) حسب الشرط الثانً من شروط التجزئة (    وبالتالً       

     
   ̅    

    ̅  𝒫⁄  

 وبالتالً نحصل على ان

Σ   𝒫⁄  

 نىثبج الاحخُاء انمعاكش

⋃    حٌث  ⁄𝒫  ̅  لٌكن       

̅ ولنبرهن على      بحٌث      ومنه ٌوجد      

 ̅   ومنه      𝒫 ) حسب العلاقة المعرفة بنص المبرهنة (      عندئذ      لٌكن 

 ̅    ومنه  
 ) حسب العلاقة المعرفة بنص المبرهنة (ومنه     𝒫 عندئذ  ̅   ولٌكن 
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 )حسب الشرط الثانً من شروط التجزئة (       ومنه       اصبح لدٌنا 

̅ ان  أي    ونجد ان  ̅ ومنه               

 اصبح موجوداً فً    وهكذا فإن كل مجموعة تنتمً الى 
𝒫⁄أن  أي 

 
𝒫⁄    

  𝒫⁄    

المولدتٌن علاقتً التكافؤ   𝒫و  𝒫فإن    تجزئتٌن للمجموعة   و  𝜃ولنفرض أن مجموعة غٌر خالٌة لتكن  مبزٌىت:

 :عندئذ على الترتٌب  و  θبـ 

𝒫  𝒫      

 البرهان :

 عندئذ :             حٌث   𝒫  (   )ولٌكن             𝒫  𝒫ولنبرهن أن     لنفرض أن     
 نجد أن :    𝒫حسب تعرٌف   

                
     فرضا  فإن       ولدٌنا 

           𝒫    
 .  𝒫  𝒫ومنه (   )     𝒫 أي أن :

 
 عندئذ :              حٌث   𝒫 (   ):ولٌكن  لنبرهن الاحتواء المعاكسأي  𝒫  𝒫لنبرهن أن 

 نجد أن :    𝒫حسب تعرٌف   
               

 .     ومنه    فرضاً    ولدٌنا 
 ومنه ٌكون :  𝒫 (   )ومنه    𝒫  فإن           أي أن :  

𝒫  𝒫  
 .  𝒫  𝒫ٌكون    𝒫  𝒫و    𝒫  𝒫ومن الاحتوائٌٌن : 

 

 عندئذ ٌكون     𝒫  𝒫نفرض أن العلاقتٌن      
𝒫 
⁄   𝒫 

⁄ 

فإن كل تجزئة تعرف علاقة تكافؤ وأن صفوف تكافؤ هذه العلاقة هً وفقط هً عناصر  مبرهنة سابقة : بناءً على
 التجزئة فهذا ٌؤدي أن :

   𝒫 
⁄   𝒫 

⁄    

 َبذنك حم انمطهُب.

 مبزٌىت : 

   مجموعة كل التجزئات المعرفة على   مجموعة غٌر خالٌة ولنفرض أن    لتكن 
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 عندئذ : ٌوجد تطبٌق متباٌن وغامر)تقابل( بٌن    مجموعة  كل علاقات التكافؤ المعرفة على    و 

         وهو:      و  
 البرهان :

         لنعرف العلاقة بالشكل :  

 𝛴      (𝛴)  𝒫𝛴 

      𝒫Σفإن   علاقة تكافؤ على  𝒫Σولما كان 

𝒇: حطبيق لأن 

 𝛴  𝜃    𝜃  𝛴   𝒫𝜃  𝒫𝛴 

   (𝛴)   (𝜃) 

𝒇: حطبيق مخبايه لأن 

 (𝛴)   (𝜃)   𝒫θ  𝒫Σ 

    𝒫 
⁄   𝒫 

⁄    

𝒇 : ًحطبيق غامز لأو 

𝒫     فإن𝒫  علاقة تكافؤ على  . 

 عندئذ فإن مجموعة الخارج 
𝒫⁄  وبالتالً   تشكل تجزئة للمجموعة 

𝒫⁄  أي أنّ :   

  ( 𝒫⁄ )  𝒫 𝒫⁄
  𝒫 

 تقابل و هو المطلوب .  ومنه 

 

 انتهت المحاضرة 

 إعداد: آية بسيكي–آية اليافي  –راما جوهر 

 تنسيق: ولاء الأخضر


