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 حمزة الحاكميالمادة:  دكتور ◄

   الزمرة والزمرة الجزئية عنوان المحاضرة: ◄            لتاسعةا :المحاضرة ◄

فً هذه المحاضرة سنكمل الحدٌث عن الزمر والزمر الجزئٌة وسندرج حل بعض : العلمي المحتوى 

 التمارٌن الهامة المتعلقة بالمجموعات : 

 . مبرهنات وتمهٌدٌات 
 . مع أمثلةالعملٌات على المجموعات 
  مع أمثلة. زمرتا الضرب والجمع بالمقاس 

 

 

 

 

 

 مبرهنت:   فإن الشرط الازم والكافً كً تكون  Gمجموعة جزئٌة منتهٌة فً    زمرة و   لتكن 

                           هو أن ٌتحقق الشرط :             زمرة جزئٌة فً 

 البرهان 

 زمرة جزئٌة فإنها تحقق الشرط:   لزوم الشرط  : لنفرض أن  (1
                   

                  تحقق الشرط  كفاٌة الشرط : لنفرض أن  (2
 ولنبرهن على انه 

                    
 ومٍص حانتٍه :      نٍكه  -

                 عىدئر               (1
                    وحسة انشسغ اذا كان     (2
عىدئر     وفسض أن     وكىن       و أن      تحٍث          مىتهٍح ٌىجد    وتما أن 

      

  1البنى الجبرية  

∙∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 

 الزمرة هً ثنائٌة غٌر خالٌة مزودة بقانون تشكٌل داخلً ) تطبٌق ( 

 𝑎  𝑏   𝐺   𝑎 𝑏  𝐺  ٌحقق الشرط التالً :                        

⊇ 𝐻لتكن    𝐺و  𝑎 𝑏  𝐻  𝑎 𝑏    𝐻     عندها تكون𝐻  ًزمرة جزئٌة ف𝐺  . 
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تصثح        لأوه تحانح       فئن     ونما كان             :    وعسب تمقهىب 

 وهرا ٌؤدي انى تىاقط ..     

           أي       وتانتانً:         ومىه فئن ال  

             ومىه وجد ان           وإن 

 .  شمسج جصئٍح فً    مما سثق وجد أن  

 مثال على زمرة جسئيت موجودة في كل السمر : 

( )زمرة المجموعة         لتكن    * ∶                     + 

   تسمى مركز الزمرة   هً زمرة جزئٌة فً 

 البرهان 

 ( )         ∅    نجد ان      أٌا كان             بما أن 

           وبالتالً         فإن  ( )     عندئذ أٌا كان  ( )           لٌكن 

 ومنه            فإن  ( )     كذلك بما أن 

(    )    (    )   (    )  (    )   (    )   (    ) 

 زمرة جزئٌة وتبدٌلٌة ( ) وهذا ٌبٌن لنا أن المجموعة     وذلك أٌا كان 

 ( ) لأنه من تعرٌف 

           ( )         فإن 

 العملياث على المجموعاث

 سندرس تأثٌر عملٌة التقاطع على زمرة الزمرة الجزئٌة من خلال التمهٌدٌة التالٌة : 

: تمهيديت تشكم شمسج جصئٍح اٌعاً.   شمسج وان تقاغع أي أسسج مه انصمس انجصئٍح فً   نتكه   

 البرهان : 

    حٌث        ونىفسض أن   أسسج مه انصمس انجصئٍح فً   شمسج  و    نتكه

⊇     إن  ولما كان  a,b        عندئذ a,b       ولٌكن      أٌا كان      لأنه   

         كان   زمرة جزئٌة فً   
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 .   زمرة جزئٌة فً   ومنه              وبالتالً   

وجدنا حسب التمهٌدٌة السابقة أن تقاطع أي عدد من الزمر الجزئٌة هو زمرة جزئٌة فهل هذا   ملاحظة :
زمرتٌن جزئٌتٌن لٌس صحٌح بالنسبة لعملٌة الاجتماع ؟؟ فً الحالة العامة ٌمكننا القول أن اجتماع 

 بالضرورة أن ٌكون جزئٌة وهذا ما سوف ٌوضحه المثال التالً :

 

هً زمرة جزئٌة من زمرة الأعداد   عددا صحٌحا وجدنا سابقا أن المجموعة      لٌكن    مثال :

على      )تمثل مضاعفا العددٌن    هً زمر جزئٌة من        ومنه فإن كلا من    الصحٌحة 

 بٌنما                   لأن   لٌس زمرة جزئٌة من       الترتٌب ( بٌنما 

تشكل زمرة جزئٌة من           من جهة أخرى نجد ان المجموعة                   

               لأنه        

إن الشرط اللازم والكافً كً ٌكون اجتماع زمرتٌن جزئٌتٌن هو زمرة جزئٌة هو أن ٌكون   مثسهىح :

زمرة     عندئذ   زمرتٌن جزئٌتٌن فً           أحد الزمرتٌن محتوى فً الزمرة الثانٌة أي لتكن 

⊇ عندما وفقط عندما   جزئٌة من  ⊇ أو       

 البرهان : 

      و       ولنفرض جدلا أن   زمرة جزئٌة من      لزوم الشرط : لنفرض أن 

       بحٌث       و        بحٌث      عندئذ ٌوجد 

       زمرة فإن     ولكون             ولكون 

     أو     عندئذ إما       بما أن      لنفرض أن 

 وهذا ٌناقض الفرض            عندئذ      إذا كان 

 وهذا ٌناقض الفرض أٌضا            عندئذ      إذا كان 

⊇ مما سبق نجد أنه إما    ⊇ أو           .. 

   𝐧زمرة الجمع بالمقاش 

  عدد صحٌح ولنأخذ المجموعة     :  لٌكن   *        (   )+ 

 بالشكل الآتً:  عملٌة ثنائٌة جمعٌة    لنعّرف على المجموعة 
                  

 . عهى     )واتج انجمع( هى تاقً قسمح   حٍث  
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            حسة  خىازشمٍح انقسمح فئن :      

 +         *   :            إذا كان 

               فمثلا  

                       لأن 

  الجواب هو الباقً  ( )الباقً 

      و    

 هو الجواب  ( )الباقً                 و       لان 

 وهكذا مع بقٌة الأعداد ...

 

 

 

 

 لكل عنصر نظٌر والدلٌل على ذلك ظهور المحاٌد فً كل سطر 

  هو   ونظٌر    هو   ونظٌر    هو   ونظٌر    هو   نظٌر 

                            

 ٌبقى إثبات أنها تجمٌعٌة لتكون زمرة وإثبات ذلك وظٌفة .. 

 زمرة جمعٌة تبدٌلٌة ومنتهٌة ..   إذا 

 𝐧   زمرة الضرب بالمقاش 

  عدد صحٍح نىأخر انمجمىعح     نٍكه 

 ( )  *                 (   )   + 

 تانشكم الاتً:    تانمقاض  عمهٍح ظسب  ( ) نىعّسف عهى انمجمىعح 

      ( )          

       وأن            تحٍث               وحسة خىازشمٍح انقسمح ٌىجد 

        فٌكون 

            

            
            
            
            
            

ــ نلاحظ أن العملٌة ثنائٌة لأن كل عنصر فً كل سطر ٌتكرر مرة واحدة ) إذا تكرر أكثر من 
 مرة أو لم ٌتكرر لا ٌكون تطبٌق ( 

أن الصفر فً عملٌة الجمع لا ٌؤثر على  ــ نلاحظ أن مقابل الصفر تتكرر نفس العناصر أي

 العناصر وبذلك ٌكون هو المحاٌد ..
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( ) ٌكون :      من أجل    *           + 

( ) ٌكون :      من اجل    *   + 

( )      لنأخذ   *       + 

 لأن      

         

         

         

         

          

 نلاحظ الناتج هو باقً القسمة ..

 

العملٌة تطبٌق لأن كل عنصر ٌتكرر مرة 
 واحدة فً كل سطر )عمود( 

 المحاٌد هو الواحد وهو مكرر فً كل سطر )عمود( 

 لكل عنصر مقلوب لأن المحاٌد موجود فً كل سطر )عمود( 

 ومقلوب العدد هو ما ٌقابله بالنسبة للمحاٌد 

 وتكتب بالشكل :    هو   مقلوب      هو   مقلوب 

                                    

 ٌبقى إثبات أنها تجمٌعٌة والاثبات وظٌفة .. 

 زمرة ضربٌة تبدٌلٌة منتهٌة ..  ( ) إذا 

ملاحظة : ناظرة بالنسبة لعناصر القطر الرئٌسً  تتبدٌلٌة لأنها م 

 انتهت المحاضرة 

 

          

          
          
          
          


