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 حمزة الحاكميالمادة:  دكتور ◄

  ادة  شررالح :المحاضرة ◄

  المرافقات والدليل ومبرهن  لاغرانج شنوان المحاضرة: ◄  

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  العلمي :المحتوى 

  تعارٌف 

  مبرهنات 

  مبرهنة لاغرانج 

تعزيف :  عندئذ :  زمرة جزئٌة من   زمرة و   لتكن 

                 *        + 

                                  

       زمرة    جزئٌة                        

                     

                

  تجزئة للزمرة                +        *    

 مبزهنت : 

 عندئذ القضاٌا الآتٌة محققة :   زمرة جزئٌة من   زمرة جزئٌة و   لتكن 

                          فإن         أٌا كان  (1
                                    فإن         أٌا كان  (2
              زمرة جزئٌة فً   فإن         أٌا كان  (3

 البرهان

      ليكه  (1

  1البنى الجبرية  
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 عىدئرٍ :      الفسض ان    

      لان                  

  وضسب ب          الفسض ان    

             

 , لىعّسف العلاقح:       ليكه  (2

        

         (  )        
 تطثيق متثايه لأوه:  ان 

            
         
         

  (   )   (   ) 

            فإن        تطثيق غامس لأوه اذا كان    

 (   )      

                وتهرا الشكل وجد أن : 

 فإن      لأجل         اثثاخ مساواج مع  -
 حسة المثسهىح الساتقح.                       

     ليكه  (3
     عىدئرٍ    وهي شمسج جصئيح في      2عىدئرٍ: حسة     الفسض   

     تحيث     ومىه يىجد 

         

تتساوى قدرة مجموعتٌن عندما ٌوجد تطبٌق متباٌن وغامر بٌن هذه المجموعتٌن وعلى هذا الأساس تم 
 من المبرهنة السابقة ..  2إثبات 

مجموعه  -1عندئذ القضاٌا الآتٌة محققة :   زمرة جزئٌة من   زمرة جزئٌة و   لتكن  مبزهنت :

  تشكل تجزئه للزمرة   من   للزمرة الجزئٌة   المرافقات الٌمٌنٌة

 عندئذٍ:    +      *           +      *   لنفرض ان -2
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 البرهان

 وظيفح )يتم الثسهان تىفس الطسيقح التي تم فيها تسهان المسافقاخ اليسازيح ( (1
 لىعّسف العلاقح :  (2

        

              (  )    
   

      تحيث           تطثيق لأوه اذا كان   ان 

     حيث     ومىه يىجد       فإن 

                  3حسة           وايضاً                  (  )    وتالتالي:  

            

 (  )  تطثيق متثايه   ومىه   (  )  

        وإن       ومىه     عىدئرٍ       ليكه 
 (    )   (   )      

 تقاتل إذا   ومىه 
                

مجموعة  +      *   ولنفرض ان    زمرة جزئٌة فً    زمرة و   لتكن 

بدلٌل الزمرة                 نسمً المقدار   فً   المرافقات الٌسارٌة للزمرة الجزئٌة 

(   )ونرمز لذلك  فً   لجزئٌة ا          

 (    )ونرمز لها بــ   بمرتبة الزمرة        ٌسمى 

(   )ٌنتج من التعرٌف مباشرة     

(+ *  )ومنه     (   ) 

 منتهٌة أو غٌر منتهٌة ...   وهذا الكلام صحٌح إذا كانت 

                    هً واحدة وهً نفسها   مرافقات الزمرة 

نحصل ع نفس النتائج فً حال كانت المرافقات ٌمٌنٌة أو ٌسارٌة لذلك سنستخدم الٌسارٌة فً إثبات 
 المبرهنة التالٌة .. 
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مبزهنت لاغزانج : زمرة جزئٌة فٌها عندئذ :   زمرة منتهٌة و    لتكن  

(   )  (   )(   ) 

 الاثبات : 

جمٌع )عنصر( ولنفرض ان:     )تحوي   منتهٌة . لنفرض ان عدد عناصر ٌساوي   لما كانت 

 و فً   للزمرة الجزئٌة                 المرافقات الٌسارٌة (

  ⋃   

 

   

 

                                   وإن 

 ( مرة)                      

  ⏟
عدد المرافقات

      ⏟    
عدد عناصر 

 

(   )⏟  
عدد عناصر 

  (   ) 

 (   )⏟  
عدد مرافقات  

(   ) 

 

 

 

 

 تــماريـــن مـحــلــولــــــــت ..

  ٌقسم   و   ٌقسم   أعداد صحٌحة موجبة , ولنفرض أن         لتكن 

    ( )  زمرة جزئٌة من  ( )  أثبت أن 

 :  الــــحــــل

       ومنه       و       بحٌث         ٌوجد   ٌقسم   و   ٌقسم   بما ان 

كما تعد واحدة  ٌمكن صٌاغة مبرهنة لاغرانج بأكثر من طرٌقة

 من المبرهنات الاساسٌة والهامة فً نظرٌة الزمر ...
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    ( )  فإنه حسب تمهٌدٌات سابقة كلا من   قواسم للعدد       بما ان كلا من   ٌقسم    أي أن 

    ( )  زمرة جزئٌة من     ( )  .. وبالتالً ٌكفً كً تكون  ( ) زمر جزئٌة من     ( )  و 

( )  أن نبرهن         ( )     . 

 بحٌث       وبالتالً ٌوجد           وٌحقق  ( )   عندئذ     ( )     لٌكن 

    ( )     لً وبالتا          أي أن        ومنه        

( )  وهذا ٌبٌن لنا أن   ..        ( )  زمرة جزئٌة من    ( )  أي ان         ( )     

 فإن :     . عندئذ أٌا كان   زمرة جزئٌة من   زمرة و   لتكن 

  تسمى الزمرة المرافقة للزمرة   زمرة جزئٌة من       المجموعة   . 
  أٌضا تكون تبدٌلٌة .       تبدٌلٌة فإن الزمرة   إذا كانت الزمرة 

 : الــــحــــل

  بحٌث          عندئذ ٌوجد           . لٌكن         واضح أن

      
      و     

 ومنه :   

     (    
  )(    

  )  (    
  )(   

     )       
      

    زمرة جزئٌة فإن   وبما ان 
    )      وبالتالً      

  )          

  وذلك أٌا كان        تبدٌلٌة فإن   واضح أنه إذا كانت           . 

 . إن المجموعة   زمرة جزئٌة من   زمرة و   لتكن 

 ( )  *                     + 

 .    فً   تسمى مركز الزمرة   تشكل زمرة جزئٌة من 

 : الــحـــل

( ) واضح ان  فإن     عندئذ : أٌا كان  ( )     . لٌكن  ( )   لأن    

 وبالتالً :            ومنه        و       

(    )   (    )   (    )  (  )    (  )     (    ) 

 .  زمرة جزئٌة من  ( ) أي أن  ( )      وهذا ٌبٌن لنا أن 

 +                  (  )     *   لنفرض أن 
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 ؟؟  (  ) زمرة جزئٌة من الزمرة   هل 

 :  الــحــل

(  ) لدٌنا         . نلاحظ أن  +         *  وأن   +                   * 

 .  (  ) لٌست زمرة جزئٌة من   . وبالتالً          بٌنما 

 . أثبت أن المجموعة     زمرة تبدٌلٌة و  لتكن 

   *              + 

 .   زمرة جزئٌة من 

 الــحــل : 

 عندئذ :        غٌر خالٌة . لٌكن   واضح أن المجموعة 

(    )    (   )    (  )     

 .    زمرة جزئٌة من   وهذا ٌبٌن لنا أن المجموعة 

مجموعة غٌر خالٌة مزودة بعملٌة تجمٌعٌة ).( تحقق الاختصار من الٌمٌن   .. لتكن 

فرض أنه ( ولن    فإن       أو       بحٌث         والٌسار , ) أي أنه أٌا كان 

 زمرة .  (       )منتهٌة . أثبت ان  +                  *فإن المجموعة     أٌا كان 

 الــحــل : 

بحٌث         منتهٌة ٌوجد  +                  *. بما أن المجموعة     لٌكن 

سب قانون وح             عندئذ     . لنفرض أن       وأن      

( ) . لنفرض أن            الاختصار فإن      ومنه أٌا كان           

.  بشكل مشابه نجد أن       ( )  وبـالـتالـً     ( )      ( )   فإن 

وهذا الحٌادي وحٌد . إذا   هو عنصر حٌادي فً      ( )  وهذا ٌبٌن لنا أن       ( )    

( ) كان  ( ) . إذا كان       أي أن         عندئذ           ( )   عندئذ  

 . .    مقلوب للعنصر    ( )   أي أن 

 زمرة ..   (           )مما سبق نجد أن 

 انتهت المحاضرة


