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 يوسف الوادي   : المادة دكتور ◄

 مبرهنات  عنوان المحاضرة: ◄                   الثالثة :المحاضرة ◄

 :المحاضرة أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه  العلمي :المحتوى 

 مبرهنة للمودول المولد-1

 مبرهنة لخواص المودول الجزئي-2

 تعريف التشاكل المودولي -3

الجزئي المولد ب يعرف المودول  𝑀مجموعة جزئية من 𝑆 لتكنو 𝑅على حلقة  مودولا  𝑀ليكن  مراجعة:

𝑆  جميع المودولات الجزئية من على انه تقاطع𝑀  والذي يحوي كل منها المجموعة𝑆 ويرمز له ب<S>  

  𝐿𝐶(𝑆) بالرمز 𝑆مجموعة جميع التراكيب الخطية لعناصر نرمز ل  تعريف :

𝑀 (𝑆مجموعة ما من  𝑆وكانت  𝑅مودولا على الحلقة  𝑀إذا كان  مبرهنة : ⊆ 𝑀)  :فإن 

< 𝑆 > =  {
0𝑀                         ;                    𝑆 = ∅

𝐿𝐶(𝑆)                ;                  𝑆 ≠ ∅ 
 

  الإثبات :

𝑆إذا كانت  = وإذا                0𝑀المودول الصفريهو  ∅يحوي  𝑀فإن أصغر مودول جزئي من  ∅

𝑆كانت  ≠ ∅ 

∀𝑥 ∈< 𝑆 >⇐ 

𝑥فإن  = 1𝑅 . 𝑥  تركيب خطي 

𝑥 ∈ 𝐿𝐶(𝑆) ⇐ 

< 𝑆 >⊆ 𝐿𝐶(𝑆) ⇐ 

> بما ان 𝑆  تعريفا 𝑆يحوي  𝑀هو أصغر مودول جزئي من  <

𝐿𝐶(𝑆) ⊆< 𝑆 >⇐ 

 3البنى الجبرية 
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  𝐿𝐶(𝑆) =< 𝑆  .المطلوبوهو  ⇐<

𝑖=1{𝑀𝑖}ولتكن  𝑅مودولا على  𝑀لتكن مجموع مودولات جزئية : 
𝑛  أسرة منتهية من المودولات الجزئية من𝑀 

 :لنعرف المجموعة

∑𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

= { 𝑥 ∈ 𝑀 ∶  ∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

    ;   𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖    ; ∀𝑖 = 1,…… , 𝑛  } 

𝑀1 +𝑀2 +⋯…… .+𝑀𝑛 = {𝑚1 +𝑚2 +⋯… . .+𝑚𝑛:𝑚𝑖 ∈ 𝑀𝑖} 

 ؟؟؟!! 𝑀هل يشكل مودولا جزئي من 

,𝑀1وكانت   𝑅حلقة  علىمودولا  𝑀إذا كان  مبرهنة : 𝑀2, … . . , 𝑀𝑛  مودولات جزئية من𝑀  فإن

∑المجموع :  𝑀𝑖
𝑛
𝑖=1 مودولا جزئيا من  يشكل𝑀  

 الإثبات :

 0𝑀 ∈ ∑ 𝑀𝑖
𝑛
𝑖=1  لأن كل من  𝑀1,𝑀2, … . . ,𝑀𝑛 ة من جزئي تمودولا𝑀  وبالتالي 

 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏  كل 𝑴 ∈ 𝐌𝐢   0وبذلك𝑀 = 0𝑀 +⋯… . . +0𝑀 

∑𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

≠ ∅ 

∑ وكذلك فإن  𝑀𝑖 ⊆ 𝑀
𝑛
𝑖=1  لأن عناصر المجموع جميعها تقع في𝑀  

∅ ≠∑𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

⊆ 𝑀 ⇐ 

 من وجهت نظر ثانية :

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅  , ∀𝑥, 𝑦 ∈∑𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑥حيث:  = ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  ; 𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖 1 لكل      ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑦و = ∑ 𝑦𝑖  ; 𝑦𝑖 ∈ 𝑀𝑖
𝑛
𝑖=1        1 لكل ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝛼𝑥والأن :  + 𝛽𝑦 = 𝛼∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 + 𝛽∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1  

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 =∑𝛼𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑𝛽𝑦𝑖 ⇐

𝑛

𝑖=1
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= 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 =∑(𝛼𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝛽𝑦𝑖) ∈∑𝑀𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 وبذلك يتم المطلوب .

,𝐴لتكن  مبرهنة: 𝐵, 𝐶  ثلاثة مودولات جزئية من المودول𝑀  على حلقة𝑅  وكان𝐶 ⊆ 𝐴  : عندها أثبت أن 

𝐴 ∩ (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶 

 حلال

  إن𝐴, 𝐵, 𝐶 ت جزئيةمودولا   
𝐵فإن  + 𝐶  فيمودول جزئي 𝑀 .) حسب المبرهنة بأول لمحاضرة( 
∩ 𝐴 وأن (𝐵 + 𝐶)  فيمودول جزئي 𝑀 .) حسب مبرهنة أن التقاطع لمودولات جزئية هو مودول جزئي( 
𝐴وأن  ∩ 𝐵  فيمودول جزئي 𝑀 .  وأن (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶  فيمودول جزئي 𝑀. 

 ليكن لنبرهن الآن على الاحتوائين :

 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ (𝐵 + 𝐶)   ⟹ {

𝑥 ∈ 𝐴

و

𝑥 ∈ 𝑏 + 𝑐 ∶ 𝑏 ∈ 𝐵  , 𝑐 ∈ 𝐶
 

⟹   𝑏 = 𝑥 
∈𝐴
 − 𝑐⏟

∈𝐶⊆𝐴

   ⟹ 𝑏 ∈  𝐴 

 
⟹   𝑥 = 𝑏⏟

∈𝐴∩𝐵

+ 𝑐⏟
∈𝐶

   ∈   (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶 

⟹  𝐴 ∩ (𝐵 + 𝐶)  ⊆  (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶 
 ليكن:الاحتواء المعاكس   

𝑦 ∈  (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶 ⟹ 𝑦 =  𝑎 + 𝑐   ;   𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 , 𝑐 ∈ 𝐶  
𝑦إن  =  𝑎⏟

∈ 𝐴

+ 𝑐⏟
∈𝐶⊆𝐴

 ∈ 𝐴 + 𝐴 = 𝐴                                   

𝑦وكذلك  =  𝑎⏟
∈𝐵

+ 𝑐⏟
∈𝐶

 ∈ 𝐵 + 𝐶                                   

⟹  𝑦 ∈  𝐴 ∩ (𝐵 + 𝐶)  
⟹ (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶 ⊆  𝐴 ∩ (𝐵 + 𝐶) 

∩ 𝐴: من الاحتوائين تحققت المساواة نجد   (𝐵 + 𝐶) =  (𝐴 ∩ 𝐵) + 𝐶 
 

 عنصر من المستقر ويكون وحيد بالمنطلق من علاقة تربط كل عنصر تعريف التطبيق :

:𝑓زمرتان وليكن التطبيق′𝐺, 𝐺لتكن  التشاكل الزمري: 𝐺 → 𝐺′  عندئذ: نقول عنf انه تشاكل زمري اذا و فقط اذا

 :الشرطتحقق 
 
 

 
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺: 𝑓(𝑥. 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦) 
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∶ 𝑓عندئذ نقول عن التطبيق  𝐴مودولين على الحلقة  𝑁,𝑀ليكن  تعريف التشاكل المودولي :    𝑀 ⟶  𝑁  أنه

,𝑥 ∀ تشاكل مودولي إذا تحقق : 𝑦 ∈ 𝑀    , ∀ 𝜆 ∈ 𝐴   

1) 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)    
2) 𝑓(𝜆𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥) 

 .يدعى تشاكل مودولي  𝑓فإن 
 حل تمرين المحاضرة السابقة:

 قانوني تشكيل الأول داخلي  𝑀لنعرف على  𝑍مودول على 𝑀زمرة تبديلية أثبت أن (+,𝑀)لتكن :( 1تمرين)

+:𝑀 ×M → M 
(𝑚1, 𝑚2) ⟼ (𝑚1 +𝑚2) ∈ 𝑀 

∶ .خارجي:والثاني  𝑍 × 𝑀 → 𝑀 

(𝛼, 𝑥) ⟼ 𝛼𝑥 = {
𝑥 + 𝑥 +⋯ . .+𝑥; 𝛼 > 0
0               ; 𝛼 = 0

(−𝑥) + (−𝑥) +⋯ . . (−𝑥);  𝛼 < 0
} 

 لنناقش الحلات التالية الحل:

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 , ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑍; 𝛼, 𝛽 > 0 

(1)      1. 𝑎 = 𝑎 

(2)   (𝛼 + 𝛽)𝑎 =  𝑎 + 𝑎 +⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛼+𝛽)مرة

= 𝑎 + 𝑎 +⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛼)مرة

+ 𝑎 + 𝑎 +⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛽)مرة

= 𝛼𝑎 + 𝛽𝑎 

(3)      𝛼(𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏) +⋯…+ (𝑎 + 𝑏)⏟                
(𝛼)مرة

= 𝑎 + 𝑎 +⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛼)مرة

+ 𝑏 + 𝑏 +⋯+ 𝑏⏟        
(𝛼)مرة

 

= 𝜶a + αb 

(4)   (𝛼. 𝛽)𝑎 = 𝑎 + 𝑎 + ⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛼.𝛽)مرة

= 𝑎 + 𝑎 + ⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛽)مرة

+ 𝑎 + 𝑎 + ⋯…+ 𝑎⏟          
(𝛽)مرة⏟                    

(𝛼)مرة

 

= 𝛼(𝛽. 𝑎) 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀, ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑍; 𝛼, 𝛽 < 0 

(1)      1. 𝑎 = 𝑎 
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(2)   (𝛼 + 𝛽)𝑎 =  (−𝑎) + (−𝑎) +⋯…+ (−𝑎)⏟                
−(𝛼+𝛽)مرة

= (−𝑎) + (−𝑎) + ⋯…+ (−𝑎)⏟                
−(𝛼)مرة

+ (−𝑎) + (−𝑎) +⋯…+ (−𝑎⏟                
−(𝛽)مرة

) = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑎 

(3)      𝛼(𝑎 + 𝑏) = (−(𝑎 + 𝑏)) +⋯…+ (−(𝑎 + 𝑏)⏟                  
(−𝛼)مرة

)

= (−𝑎) + (−𝑎) +⋯…+ (−𝑎⏟                )

(−𝛼)مرة

+ (−𝑏) + (−𝑏) +⋯ . .
(−𝛼)مرة

+ (−𝑏) 

= 𝜶a + αb 

(4)   (𝛼. 𝛽)𝑎 = (−𝑎) + (−𝑎) + ⋯…+ (−𝑎⏟                )
−(𝛼.𝛽)مرة

= (− 𝑎) + (−𝑎) + ⋯…+ (−𝑎)⏟              
(−𝛽)مرة

+ (− 𝑎) + (−𝑎) + ⋯…+ (−𝑎)⏟              
(−𝛽)مرة⏟                                  

(−𝛼)مرة

 

= 𝛼(𝛽. 𝑎), 

 𝑍مودول على   𝑀ومنه 

𝑛حلقة واحدية وليكن  𝑅إذا كانت ( :2تمرين )  ∈ 𝑍+  نعرف على𝑅𝑛 :عملية )+( كما يلي 

(𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) + (𝑦1, ………… , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, …… . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

 ولنعرف عملية الضرب).(على النحو التالي : 

α(𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) = (𝛼𝑥1, … . . , 𝛼𝑥𝑛) 

∀𝛼 ∈ 𝑅; ∀(𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅
𝑛 

  𝑅مودولا يساريا على  𝑅𝑛أثبت أن 

,𝑅𝑛)ان  الحل: ,z1)∀زمرة تبديلية لأن  (+ …… , zn), (y1, … . , 𝑦𝑛), (𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅
𝑛 

(1)     (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + (0, …… ,0) = (𝑥1 + 0,……𝑥𝑛 + 0) 

= (𝑥1, …… , 𝑥𝑛) 

 ومنه الحيادي موجود
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(2)   (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + (−𝑥1, … . . , −𝑥𝑛) = (𝑥1 − 𝑥1, … . . , 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛)   

= (0, …… . . ,0) 

 ومنه النظير موجود

(3)     ((𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + (y1, … . , 𝑦𝑛)) + (z1, …… , zn) 

= (𝑥1 + 𝑦1, … . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) + (𝑧1, … . , 𝑧𝑛) 

= ((𝑥1 + 𝑦1) + 𝑧1, …… . , (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) + 𝑧𝑛) 

 حلقة فالخاصة التجميعية محققة فيها أي 𝑅وبما ان 

= (𝑥1 + (𝑦1 + 𝑧1), …… . , 𝑥𝑛 + (𝑦𝑛 + 𝑧𝑛)) 

=     (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + ((y1, … . , 𝑦𝑛) + (z1, …… , zn)) 

,𝑅𝑛)إذا الخاصة التجميعية محققة ومنه   زمرة لنثبت انها تبديلية (+

 (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + (y1, … . , 𝑦𝑛) 

= (𝑥1 + y1, … . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

 حلقة تبديلية 𝑅وبما انها 

= (𝑦1 + 𝑥1), …… , (𝑦𝑛 + 𝑥𝑛) 

= (y1, … . , 𝑦𝑛) + (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) 

,𝑅𝑛)ومنه   زمرة تبديلية  (+

∀(y1, … . , 𝑦𝑛), (𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅
𝑛 

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 

(1)   1𝑅 . (𝑥1, … . , 𝑥𝑛) = (1𝑅 . 𝑥1, …… . , 1𝑅 . 𝑥𝑛) 

=حلقة فإن 𝑅وبما أن  (𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) 

(2)      𝛼((𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + (y1, … . , 𝑦𝑛)) 

= (𝛼(𝑥1 + 𝑦1), …… , 𝛼(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)) 

= (𝛼𝑥1, … . . , 𝛼𝑥𝑛) + (𝛼𝑦1, … . , 𝛼𝑦𝑛) 

= 𝛼(𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) + 𝛼(𝑦1, … . . , 𝑦𝑛) 
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(3)     (𝛼. 𝛽). (𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) = ((𝛼. 𝛽). 𝑥1, … . . , (𝛼. 𝛽). 𝑥𝑛) 

 حلقة فإن شرط تجميعية محقق 𝑅بما ان 

= (𝛼(𝛽. 𝑥1), … . . , 𝛼(𝛽. 𝑥𝑛)) 

= 𝛼(𝛽. 𝑥1, … . . , 𝛽. 𝑥𝑛) 

(4)      (𝛼 + 𝛽)(𝑥1, … . , 𝑥𝑛) 

((𝛼 + 𝛽)𝑥1, …… , (𝛼 + 𝛽)𝑥𝑛) 

 حلقة فإن شرط توزيعي الضرب على الجمع محقق  𝑅بما أن 

α𝑥1 + 𝛽𝑥1, … . . , 𝛼𝑥𝑛 + 𝛽𝑥𝑛 

𝛼(𝑥1, … . , 𝑥𝑛) + 𝛽(𝑥1, … . . , 𝑥𝑛) 

  𝑅مودول على  𝑅𝑛ومنه 

   𝑅مودول على  𝐼فأثبت أن  𝑅مثالي في  𝐼حلقة وكان  𝑅إذا كانت (3تمرين )

,𝐼)مثالي فإن  𝐼بما ان  الحل:  قانوني تشكيل خارجي  𝐼زمرة تبديلية ولنعرف على  (+

.  ∶ 𝑅 × 𝐼 → 𝐼 

(𝑎, 𝑖) ⟼ 𝑎. 𝑖 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼   , 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 

(1)        1𝑅𝑥 = 𝑥 

(2)        𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 

(3)    (𝛼 + 𝛽). 𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 

(4)       (𝛼. 𝛽). 𝑥 = 𝛼. (𝛽. 𝑥) 

  𝑅هو مودول على  𝐼مما سبق نجد ان 

:𝑓ليكن (4تمرين ) 𝑅 → 𝑆  تشاكل حلقي نعرف𝑟. 𝑠   على نحو التالي 

𝑟. 𝑠 = 𝑓(𝑟). 𝑠  أثبت أن𝑆  مودولا على𝑅 ؟ 
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,𝑆)حلقة فإن   𝑆بما أن  الحل: ,0𝑆  ∀𝛼        زمرة تبديلية حياديها  (+ 𝛽 ∈ 𝑅      , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 

(1)     1𝑅 . 𝑥 = 𝑥 
(2)      (𝛼 + 𝛽). 𝑥 = 𝑓(𝛼 + 𝛽). 𝑥 = [𝑓(𝛼) + 𝑓(𝛽)]. 𝑥 

= 𝑓(𝛼). 𝑥 + 𝑓(𝛽). 𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 

(3)     𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝛼)(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝛼). 𝑥 + 𝑓(𝛼)𝑦 

= 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 

(4)      𝛼(𝛽. 𝑥) = 𝑓(𝛼). (𝑓(𝛽). 𝑥) = (𝑓(𝛼). 𝑓(𝛽)). 𝑥 

= (𝛼. 𝛽). 𝑥 

  𝑅مودول على  𝑆ومنه 

𝑥(𝛼−)فأثبت أن  𝑅مودولا على حلقة  𝑀اذا كان (5تمرين ) = 𝛼(−𝑥) = −(𝛼𝑥) 

∀𝑥 ∈ 𝑀   ,   ∀𝛼 ∈ 𝑅 

0𝑀إن  الحل: = 0𝑅 . 𝑥 = (𝛼 − 𝛼). 𝑥 = [𝛼 + (−𝛼)]. 𝑥  

.αأي  𝑥 + (−𝛼). 𝑥 = .𝛼)−ومنه 0 𝑥) = (−𝛼). 𝑥        … . (1) 

0𝑀وبما أن  = 𝛼. 0𝑀 = 𝛼(𝑥 − 𝑥) = 𝛼[𝑥 + (−𝑥)] 

𝛼𝑥 + 𝛼(−𝑥) = 0 

.𝛼)−أي أن  𝑥) = 𝛼(−𝑥)   … . . (2) 

𝑥(𝛼−)( نجد أن 2( و )1من ) = 𝛼(−𝑥) = −(𝛼𝑥) 
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