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 وائل أبو ريشةالمادة:  دكتور ◄

 المستوي  عنوان المحاضرة: ◄                   لخامسةا:المحاضرة ◄                      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 تعزيف المستوي  -1

 معادلات المستوي في الفزاغ  -2

 ايجاد معادلة المستوي  -3

 

أنه سطح غٌر محدود اذا اشترك معه مستقٌم بأكثر من نقطة انطبق علٌه فً جمٌع    عزيف المستوي :ت

 أوضاعه .

الفراغ: في المستوي معادلات بالشكل: فً الفراغ   تعطى معادلة المستوي 

             

م ٌقع داخل هذا وهو شعاع عامودي على كل مستقPٌناظم المستوي   ⃗⃗  (     ) ٌسمى الشعاع  

 شعاع عامودي على منحه كل مستقٌم ٌقع داخل المستوي(  ⃗⃗ المستوي )

 

 : حالات ثلاثة لها المستوي معادلات لإيجاد-

الاولى: الحالة ولتكن كٌفٌة نقطة نفرض   للمستوي معادلة ٌوجد منه معلومة ونقطة ⃗  ناطم علم اذا 

 (     )   المستوي هذا الى تنتمً   

   : بالعلاقةP المستوي معادلة فتعطى

  ⃗⃗ ⃗⃗ ┴  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

    ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     

 

   هندسة تحليلية  
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⃗⃗  اذا علمت شعاعان:  ان خطٌان وٌمر بنقطة معلومة غٌر مرتبط Pمتوازٌان فً المستوي   ⃗   الحالة الثانية

(     ) نفرض   للشعاعٌن  ًهو الجداء الخارج  ⃗⃗⃗⃗  ناظم  ننقطة كٌفٌة فأ   

  ⃗⃗⃗⃗   ⃗   ⃗                                                                                            

                                     فأن معادلة المستوي هً:              

    ⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                                

               وهو أٌضا جداء مختلط                                                              

(  ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗⃗ )  ( ⃗     ⃗ )  ⃗⃗⃗  

 ( ⃗   ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

⃗⃗   )اذا: ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  ⃗   ⃗ )      

=0 |
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

 ⃗ 
 ⃗ 

      جداء مختلط                                                                                 |

 ونستطٌع اٌجاده من العلاقة الوسٌطٌة: 

 علاقة وسٌطٌة  ⃗    ⃗         

 أعداد حقٌقٌة.       

 المعادلات الوسيطية للمستوي :

        ⃗⃗     ⃗⃗  

        ⃗⃗     ⃗⃗  

        ⃗⃗      ⃗⃗  

الحالة الثالثة : : A,B,Cاذا علم منه ثلاث نقاط لٌست على استقامة واحدة  

(     ) نفرض نقطة كٌفٌة تنتمً للمستوي     فأن معادلة المستوي هو الجداء المختلط    

(   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗)                                                                   

(  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗   ⃗ )                                                                    
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            0  =|
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗

|                                                                                  

                

 

                                                                                             

مثال:          

 أوجد معادلة المستوي الموازي للشعاعٌن :

 (     ) مار من النقطة ,   (     ) ⃗   , (     ) ⃗ 

 الحل

  ⃗⃗⃗⃗   ⃗      ⃗  |
     ⃗ 

   
   

| 

 |
  
  

|    |
  
  

|    |
  
  

|  ⃗  

  ⃗⃗⃗⃗ (      )                          ⃗  

 لنوجد معادلة المستوي 

(     ) نعوض    

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (         ) 

    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗    معادلة المستوي 

              

 وهً المعادلة الدٌكارتٌة للمستوي           

 .Pمعادلة الوسٌطٌة للمستوي  دطلب اضافً للإٌجا

 الحل 

 معادلات الوسٌطٌة للمستوي:
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  {

        ⃗⃗     ⃗⃗ 
        ⃗⃗      ⃗⃗ 
        ⃗⃗     ⃗⃗ 

 

 الوسٌطٌة للمستوي  تفً المعادلا A(1,0,1)نعوض النقطة 

  {

             ( )
             ( )
            ( )

 

ƛ( نجد 1من المعادلة )  (فنجد: 2نعوض فً المعادلة)        

          

µ* .....                                           ذاا        

 :ƛب µنعوض 

ƛ  (     )    ء 

ƛ         ……….** 

(       )    ( :3نعوض*و**ب)   (     ) 

          

           

 معادلاته الوسٌطٌة:P(اكتب معادلة الدٌكارتٌةللمستوي  -2

     ……(1) 

        ( ) 

             ( ) 

 الحل 

                                :     ( نجد2(و)1بجمع) 
   

 
 

 ( فنجد: 2فً )  ƛنعوض 
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 ( 3فً ) µوƛنعوض 

     (
   

 
)   (

   

 
) 

         

           

 C(1,9,3)وA(0,0,1)و    B(1,1,1):  أكتب معادلة المستوي المار بالنقاط التالٌة-(3

 الحل 

  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  (     )        ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  (     ) 

⃗⃗   نفرض نقطة كٌفٌة  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(       )   (     )    

(  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗)  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗   ⃗ )    

|
     
   
   

|  |
  
  

|   |
  
  

|  (   ) |
  
  

|    

 معادلة المستوي             

 (      ) ⃗ وٌعامد المتجه  A(1,2,3)كتب معادلة المستوي المار بالنقطة أ-(4

 الحل 

(     )   . Pنفرض نقطة كٌفٌة تنتمً الى المستوي     

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (           ) 

    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

(         ⃗ )  ((   )   (   )   (   ) ⃗ )    

( )(   )  (  )(   )      

             

 وهً معادلة المستوي            

 (      ) ⃗ وٌوازي المتجه  A(1,1,0و)  B(1,0,1) ناكتب معادلة المستوي المارة بالنقطتٌ -5
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 الحل 

  ⃗ (      ) 

 ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗ (     )  ةنفرض نقطة كٌفٌ(      )   (         ) ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ي فً المستو   

  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗      ⃗  |
     ⃗ 

    
    

|  |
   
   

|    |
  
  

|    |
   
   

|  ⃗   

 (    )   (   )   (   ) ⃗  

           ⃗  

  ⃗⃗⃗⃗ (     ) 

    ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

(          ⃗  )  ((   )   (   )     )⃗⃗  ⃗    

          

 معادلة المستوي        

 :* ةطرٌقة ثانٌ

( ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ) وٌمكن حلها بالجداء المختلط    

|
       
    
    

|  (   ) |
   
   

|  (   ) |
  
  

|   |
   
   

| 

 (   )(    )  (   )(   )   (   )    

          

 وهً معادلة المستوي        

 مستوٌان معطٌان بالمعادلة:    و   لدٌنا  لٌكن :المستوٌٌن بٌن الزاوٌة
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    بٌن الزاوٌة بأنهما   و   المستوٌان بٌن الزاوٌة نعرف
⃗⃗ ⃗⃗    و⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗   المحصورة الزاوٌة مقدار كانت اذا ⃗ 

     بٌن
 

 
 تكون 

     |
   
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗     

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖   
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖  ‖   

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
| 

 : متوازٌان توٌانمس  و   كان أذا

   : فأن
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗        

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗           

    الناظمٌن فأن
⃗⃗ ⃗⃗    و⃗ 

⃗⃗ ⃗⃗ ƛ بعدد بطربه الآخر عن أحدهما ٌنتج ان وهو خطٌان مرتبطان⃗                
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

ƛ  
  

  
 

  

  
 

  

  
 

  : متعامدان مستوٌان  و  

     فأن
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗         

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗            
 

 
 

   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗     

⃗⃗ ⃗⃗   خطٌان مرتبطان غٌر لانهما داخلًال جدائهما  نأخذ   ⃗⃗

  : الأتٌة الحالات من كل       المستوٌٌن بٌن الزاوٌة عٌن

              

            

 الحل 

    
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (      )  ,   

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (       ) 

   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗     

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗          
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 الحل 

    
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (       ) , ( ,   

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (        

   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      

 *    الزاوٌة فأن متوازٌان خطٌا مرتبطان ⃗⃗⃗⃗⃗⃗

            

         

 الحل 

 (     )   و  (     )   :

   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗     

⃗⃗ ⃗⃗   متوازٌان غٌر هما اذا           ⃗⃗

‖   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖  √      √  

‖   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖  √      √  

     
 

√  √ 
 

 

√  
 

 

 √ 
 

     
√ 

 
               

 

 
 

 تمارٌن: 

  للمستوي وموازٌان A(1,-2,-1) نقطة من لمارا المستوي معادلة أوجد

              

 الحل 

(     )  كٌفٌة نقطة نفرض ⃗⃗   المستوي واظم     ⃗(      ) 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (           ) 

    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

(          ⃗ )  ((   )   (   )   (   ) ⃗ )    

( )(   )  (  )(   )  ( )(   )    
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  المستوي معادلة وهً           

 المستوي ومعادلة   A(1,1,1) نقاط من المارP المستوي معادلة أوجد

               

              

 الحل 

⃗⃗   فان     وٌعامد     ٌعامد  P أن بما     ٌعامد ⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗    و ⃗⃗

⃗⃗⃗⃗⃗⃗        ,   
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (      ) 

   
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (      ) ,    

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (      ) 

  ⃗⃗  ⃗        
⃗⃗⃗⃗⃗⃗         

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     |
   ⃗    ⃗ 
    
    

|  |
   
   

|    |
  
   

|    |
   
  

|  ⃗  

 (   )     (    )    (   ) ⃗  

           ⃗  

  ⃗⃗  ⃗(      )                         ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

(     )  كٌفٌة نقطة نفرض       :   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (           ) 

    ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

(           ⃗ )  ((   )   (   )   (   ) ⃗ )    

(  )(   )   (   )   (   )    
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  فةظٌو

(        )  لتكن   أن أثبت الفراغ فً نقطة    

                       

                       

 . الاحداثٌات ومحاورOA المستقٌم بٌن المحصورة الزواٌا        

 المحل معادلة أوجد OZ عن بعدها أمثال ثلاثة ٌساوي OY عن بعدها ٌكون بحٌث الفراغ فً نقطة تتحرك

  النقطة. بهذه الهندسً

                                                  

 انتهت المحاضرة 

*رزان عثمانمؤمنة أندورا  رغد السويد* : إعداد 

 محمد أنس القسازتنسيق: 


