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 حمزة الحاكميالمادة:  دكتور ◄

   الزمرة الدوارة عنوان المحاضرة: ◄       لثانية عشرا :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  العلمي :المحتوى 

  مبرهنات 
  تعارٌف 
  أمثلة 

 

 

 

 

 

 

 

 

أي أن :          زمرة الأعداد الصحٌحة هً زمرة دوارة مولدة بالعنصر   مثال :

{

       ⏟        
  مرة

                         

                                           
(  )  (  )    (  )         

                  

 مرة  ..  ( )(  )ٌمكن كتابة العلاقة الأخٌرة بالشكل   

 (  )   *            + 

                                                            

 (  )   *              +      

  1البنى الجبرية  

𝑎إذا كان          تذكرة :  𝐺       𝑎     *𝑎𝑛    𝑛    + 

𝐺   𝑎   *𝑎𝑛    𝑛  𝑍      𝑎  𝐺+ 
𝑎نها دوارة اذا وجد إ 𝐺نقىل عن الزمرة  تعزيف الزمز الدوارة:  𝐺  بحيث𝐺   𝑎   

ــ زمرة دوارة أي مولدة لعنصر وحٌد من خلال معرفتً لهذا العنصر ٌمكن معرفة كل 

 عناصر الزمرة .
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(  ) وأٌضا                            *              +      

هً زمرة  (  ) وبالتالً فإن الزمرة  (  ) هً مولدات للزمرة      وهذا ٌبٌن لنا أن كلا من 
 دوارة ..

( ) فً الزمرة  نجد ان :   +       * 

    *   +         *   +         *   +         * + 

(  ) وهكذا فإن   لٌست دوارة .. ( ) وبالتالً  ( )   وذلك أٌا كان    

 لٌست دوارة فً الحالة العامة .  ( ) وهكذا نرى أن 

 "  إذا كانت الزمرة تحوي أكثر من مولد لا ٌمكن أن ٌكون المحاٌد مولد  "

 صل علٌها فً الحالة العامة من خلال التمهٌدٌة التالٌة : ٌمكن ان نحكٌف نحصل على زمرة دوارة ؟؟ 

تمهيديت فإن القضاٌا التالٌة صحٌحة :   مجموعة جزئٌة وغٌر خالٌة فً   زمرة  و    لتكن  :

   تحوي    هو زمرة جزئٌة فً    التً كل منها ٌحوي   تقاطع جمٌع الزمر الجزئٌة فً  (1

 وتسمى الزمرة الجزئٌة المولدة.    نرمز لها
 .  تحوي    هً أصغر زمرة جزئٌة فً     الزمرة الجزئٌة  (2
التً كل منها ٌحوي    هً عنصر أصغري فً مجموعة كل الزمر الجزئٌة فً     إن  (3

  . 

 ))وظٌفة(( :الاثبات

  والتً كل منها تحوي    هو مجموعة كل الزمر الجزئٌة فً    لنفرض أن 

 +             زمرة جزئٌة فً    *  

      ومنه       إن 

 وبما أن :   هو زمرة جزئٌة فً       وجدنا سابقا أن  (1
                 
             

             ولنبرهن أن          عندئذ   تحوي   زمرة جزئٌة فً    لتكن  (2
 هً إحدى مكونات التقاطع ومن ثم فهً تحوي التقاطع ( .              (

 .   أي هً أصغر عناصر         ( وكون 2ٌنتج من ) (3
 

تمهيديت :           عندئذ       زمرة  و  لتكن  
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 الاثبات :

         أٌضاو        زمرة وإن     لدٌنا الاحتواء الأول : 

          ومنه           ( )  

       أٌضا              زمرة وأن       لدٌنا الاحتواء الثانً : 
          نجد أن           ومنه          

 كل زمرة دوارة تكون تبدٌلٌة.

 البرهان : 

      لٌكن     زمرة دوارة حٌث        لتكن 

                              

                    

           

تمهيديت : أي  عندئذ :       زمرة دوارة مولدة بالعنصر حٌث       لتكن 

 المعرفة بالشكل التالً :      𝜑العلاقة 

          𝜑( )  . دوماً  هً تطبٌق غامر       

 ))وظٌفة(( الاثبات :

              

𝜑( )        𝜑( )  فهو تطبٌق 

    حٌث      فإن:       أٌاً كان   

𝜑( )  .ذاً هو تطبٌق غامرإ         

مبزهنت: عندئذ الشروط الاتٌة متكافئة :      زمرة دوارة حٌث       لتكن  

 متباٌن . 𝜑التطبٌق  (1
2)                            
3)                               

 غٌر منتهٌة   الزمرة (4
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 الاثبات :

( )𝜑عندئذ ٌكون      ولنفرض جدلا ان     بحٌث       لٌكن (   )  
 𝜑( ) ولكون𝜑   وهذا ٌناقض الفرض إذا    تطبٌق متباٌن ٌنتج أن      .. 

فإن              ( )ومنه حسب     نفرض أن       بحٌث          لٌكن (   )

 ..   وهذا ٌناقض الفرض إذا            

تقابل وبالتالً تكون  𝜑متباٌن ولكونه غامر نجد ان  𝜑ٌبٌن لنا أن التطبٌق  ( )إن الشرط (   )

 غٌر منتهٌة ..   وهذا ٌبٌن لنا أن الزمرة               

 متباٌن  𝜑غٌر منتهٌة والمطلوب إثبات أن التطبٌق     لنفرض أن (   )

( )𝜑بحٌث             غٌر متباٌن عندئذٍ ٌوجد  𝜑لنفرض جدلا أن التطبٌق   𝜑( ) 

 )*(         وان  

       ان  أي       عندئذ     لنفرض أن 

 :   نضرب )*( ب 
       

 لنأخذ المجموعة 
  *                + 

      نلا        

     بحٌث          عنصر اصغر ولٌكن  ومنه ٌوجد فً 
 :لدٌنا 

*               +    

 +            *  أي : ثبت الان الاحتواء المعاكس نول

      ٌوجد     جل وحسب خوارزمٌة القسمة لأ            عندئذ      لٌكن 

      (  )                   ومنه       و              بحٌث

 +               *    وهذا ٌبٌن أن +            *         

 ومنه     
  *               + 

 متباٌن .. 𝜑التطبٌق  ومنه وهذا ٌناقض الفرض  منتهٌة  وبالتالً 
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مبزهنت : فإن القضاٌا التالٌة متكافئة      أي أن        زمرة دوارة مولدة بالعنصر   لتكن  

 غٌر متباٌن  𝜑التطبٌق  (1
 .    وأن        بحٌث      ٌوجد فً  (2
 بحٌث :      ٌوجد فً  (3

  *               + 
 وأن هذه العناصر مختلفة مثنى مثنى .

 الاثبات :

( )𝜑حٌث          غٌر متباٌن عندئذ ٌوجد  𝜑لنفرض أن التطبٌق (   )   𝜑( )  

     أن       ٌوجد  𝜑ومنه حسب تعرٌف     وإن 

      ومنه    عندئذٍ:       و     بحٌث         لٌكن  (   )

 :    ب       ولو ضربنا 

       

 +                 *  لنأخذ المجموعة 

 إن    ٌحوي عنصر أصغري ولٌكن    منه و       لان         

  *               + 

 جمٌع العناصر مختلفة مثنى مثنى 

       لنفرض أن       وأن                  حٌث      بحٌث         لٌكن 

          عندئذ 

      وبالتالً فإن         وبالتالً        إذا 

 .. وبالتالً فإن عناصر المجموعة   عنصر أصغر فً المجموعة   وهذا ٌناقض كون 

. كل الزمر الدوارة غٌر المنتهٌة تكون قابلة للعد 

 الشرط اللازم والكافً كً تكون الزمرة الدوارة منتهٌة هو أن تكون جمٌع القوى لعنصر
 المولد مختلفة مثنى مثنى .. 

 المبرهنة الأخٌرة بٌنت لنا متى تكون الزمرة الدوارة غٌر منهٌة والمبرهنة الآتٌة تبٌن لنا
 متى تكون الزمرة الدوارة منتهٌة .. 
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 مخلفة مثنى مثنى  +             *

 اضح  و(   )

 

 

 

 

 

(  ) لنأخذ الزمرة      *                  + 

    بالنسبة إلى عملٌة الضرب بالمقاس 

 ( )                ( )                ( )                    ( )    

 ( )               (  )              (  )                (  )    

(  )         (  )      نلاحظ أنه           

 لٌست دوارة ..  (  ) إذا 

 +                   *    لنأخذ الزمرة      

   بالنسبة إلى عملٌة الجمع بالمقاس 

 فنجد :                    نقوم بحساب متتالٌة العناصر   لإٌجاد مرتبة العنصر 

                                                  

( ) ومنه تكون   بطرٌقة مشابهة نجد :    

 ( )             ( )              ( )            ( )    

 

حتى نصل إلى           ٌكفً حساب متتالٌة الجداءات   من الزمرة   " لإٌجاد مرتبة العنصر 

وإذا لم   وٌكون فً هذه الحالة الأس مساوٌا مرتبة العنصر , لأول مرة   عنصر الوحدة للزمرة 

 ذا مرتبة غٌر منتهٌة "   الوحدة عندئذ ٌكون العنصر عنصر نحصل على 

 

 

𝑎𝑛ٌحقق  𝑛نسمً أصغر عدد صحٌح موجب  𝑎 𝜖 𝐺زمرة و   𝐺 لٌكن  𝑒  مرتبة

(𝑎) ونرمز له     𝑎العنصر   𝑛  وهذا فً الحالة  العامة , واذا كان𝑎𝑚  𝑒      𝑚  
𝑁  

(𝑎) مرتبة لانهائٌة ونرمز لذلك  𝑎نقول ان للعنصر   ∞. 
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 سندرس خىاص المزتبت من خلال المبزهنت الآتيت : 

( ) مرتبته       زمرة  و     لتكن   عندئذ :  

1)   (   )    ( )           (   )     

(  )  فإن                   (2   (    ) 
 .  ٌقسم    فإن      ٌحقق         إذا كان  (3

 ) فإن   ٌقسم   لأجل أي عدد صحٌح موجب  (4
 

 )    

 (   )       فإن       اذا كان  (5

 الاثبات :

 ومنه      ومنه      لدٌنا  (1
      عندئذ   (   )  عدد صحٌح موجب بحٌث   لٌكن    (   )  

( ) ولما كانت       ومنه  (   ) وبالتالً فإن     نجد أن         

      عندئذ       عدد صحٌح بحٌث   لٌكن (2
             

         

 (  )   (   )   (    ) 

 نجد أن      وحسب خوارزمٌة القسمة لأجل     بحٌث      لٌكن  (3
                             

      بحٌث  

      عندئذ      لنفرض جدلا أن 

   (  )    

( ) كون ا ٌناقضوهذ     منه و  .     وبالتالً     ومنه     

 عندئذ :   ٌقسم    وأن      لٌكن  (4

( 
 
 )   

   
          

 

 
   

 )د صحٌح موجب ٌحقق عد     فرض ان ولن
 

 )
 

 )عندئذٍ :    
   

 )    

ٌقسم   فإن  ( )وحسب 
  

 
وبالتالً  
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(   )وأن       لنفرض أن  (5  حسب مبرهنة سابقة فإن :   

  *            + 

 وهذا ٌبٌن أن :      هو أصغر عدد صحٌح موجب من أجله   وحٌث إن 

  *            + 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة

 آية بسيكي–آية اليافي  –إعداد:رهف دادا

  الأخضرتنسيق: ولاء 

 

  

ولً ع امتً شووو هل 

 ':محاضرة هً (


